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•* Ln continue ristampe che: ho devòto fare del 
mio Cono .di Geometria Elementare e Sublime , dal 
1810. in poi ; le altre opere da me pubblicate da 
quell’epoca finora ; e più di tutto le non poche oc- 
cupazioni del mio mestiere , e gP incarichi addos- 
satimi dal Governo , mi hanno ritardato finora a por 
mano al Corso' di Analisi Elementare e Sublime da 
me già promesso.' E tal Corso deftea esser distribui- 
buito anche in quattro volumi y come quello Geo- 
metrico v ed il primo di essi che or si pubblica 
contiene l’ intera Analisi de’ Finiti ; il secondo com- 
prenderà l’ applicazione della medesima alla Geome- 
tria ; il terzo l’ introduzione all’ Analisi degl’ Infini- 
ti; e il quarto finalmente l’Analisi stessa degl’ Infi- 
niti. Siccome il mio scopo non è già di esser fa- 
citore di libri ; ma di liberare una volta il mio pae- 
se dalla servitù di ricorrere a corsi stranieri , spes- 
so rappezzandoli , per non esser possibile di valer- 
si di quello di un solo Autore , così io non ho mai 
cercato , ne cercherò mai di por mana , a cosa che 
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pel corso di Matematiche abbia fatta già il nostro 
insigne Fergola: che perciò trovandosi egli da gran 
tempo composti i suddetti due ultimi volumi , e 
successivamente perfezionati avendoli ; sicché ora 
posson vedere la pubblica luce con vantaggio della 
gioventù Matematica ; io farò tutti i miei sforzi 
presso si degno soggetto , perchè voglia compiacer- 
si a permettere che siano da me pubblicati con le 
stampe , lo che egli tante volte mi ha promesso. Nè 
mi deciderò a por io mano a questo lavoro, se hon 
quando , pubblicati i primi due volumi , le indispo- 
sizioni di salute del Signor Fergola lo facessero a 
dirittura abbandonare il pensiero di pubblicare quello 
da lui tatto. 

Senza impegnarmi qui in particolareggiare il 
contenuto di ciascun volume , e .il metodo come 
sarà esse trattato , il che sarà meglio futto in fron- 
te di ognuno di -ìmo ; mi limiterò per ora a- der 
solamente «onta dei primo die adesso pubblico, v 

Esso è diviso in tre parti : la prima che com- 
prendo 1’ Algebrico Algoritmo , o sia il calcolo 
delle grandezze algebridie 5 la secondo , l’ analisi de- 
terminata ; e la terza l’ indeterminata. Il metodo 
che si è tenuto , è 1 ’ analitico ^ più proprio in questo 
ricerche per la stretta Connessione che esse conser- 
van tra loro. Per tal modo le dottrine del calcolo 
algebrico risultano trattate con grandissima chiarezza 
e brevità insieme. Ciò non ostante per talune teori- 
che ove il suddetto metodo non produceva quei due 
essenziali primi effetti, che anzi ne faceva deviare , 
s i è seguito 1' ordinaria distinzione di Problemi, e 
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Teoremi , come nel metodo Geometrico. Così è sta- 
ta di fatti trattata gran parte della teorica delle 
equazioni numeriche. Io ho per vero , ed in ciò 
non credo ingannarmi , che colui il quale s’ im- 
pegna a trattare istituzioni di Matematiche , do- 
ve rivolger principalmente le sue mire alla chia- 
rezza , ed adottare perciò quel metodo più a- 
datto a fargliela conseguire ; e questo per le 
diverse dottrine di Analisi non può essere sem- 
pre lo stesso . Ho adoperato con successo lo 
stretto metodo analitico in trattare di cose che sono 
T una immediata conseguenza dell’ altra ; poiché U 
litro metodo distrugge questa intima connessione y 
essenzialissima ad esser conservata, e allunga oltre* 
nodo le' dimostrazioni; ma quando le.- dottrine da 
esporsi sono effettivamente staccato 1’ una dall’altra * 
e debbono rendersi inoltre enunciative ; dfapa timi 


più vantaggio il secondo metodo. Ed io mò appieno 
contento delle mie fatiche se i giovani mi troveran- 
no chiaro abbastanza. - ... Ul . f; -, « 

s Nel trattar dell* Algebrico Algoritmo , io > he 
tenuto direna via che all’ ordinario , e spero non 
senza buon successo , e per la brevità , » e per- 
chè 1’ Algebra acquistasse quella generalità che Kob 
propria. ^ 

Ordinariamente distingueva» il. «ledo algebra 
co in quello delle quantità semplici , nell'altro delle 
esponenziali , nel calcolo d& fratti, i n quello de’ radi- 
Cali i • e non era die dalle regole della calcolazione 
di queste grandezze che se ne derivava poi U loro, 
correzione. Ma dii non vede l’improprietà dà quo^ 
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sto metodo il quale stabiliva quattro calcolazioni su 
grandezze che nou erano diverse, che per la forma 
nella quale si presentavano ; ma che convenivan tut- 
te nella loro natura. Io ho dunque fatto precedere 
]a correlazione delle quantità algebriche fra loro, al 
calcolo di esse ; sicché poi mi sono disbrigato con 
un solo calcolo per tutte. E mi fa veramente mara- 
viglia, come questa idea si facile a concepirsi , sebbene 
un poco dura nell’ esecuzione , non fosse finora venu_ 
*o in mente di alcun analista compilatore di Elemen- 
ti (*). Nè ho creduto di seguire il metodo modernissi- 
mo de’Francesi di trattare dell’ Algoritmo Algebrico, 
allorché prima hanno mostrato che le operazioni dì 
esso vengono dimostrate necessarie dallo scioglimen- 
to de’ Problemi. È vero r che non è delle operazio- 
ni algebriche come delle aritmetiche , che possono 
isolatamente esser usate , sicché ciascuna di esse 
possa diventare da se una quistionc. La somma , la 
sottrazione , la moltiplicazione , la divisione aritme- 
tica sono operazioni che da se sole possono risol- 
vere una quistionc ; ma una somma algebrica, e 
cosi delle altre operazioni , non vai nulla isolata- 
mente , e serve solo quando combinata con altre 
operazioni si adopera per lo scioglimento di un 
problema in modo universale ; ma questa non è 
però una ragione , perchè delle operazioni algcbri- 

. vka ri .*?•>-»*>• • I'-* W-.’-v fi- 1 *07. 

f *f, -r ;• ì " V ac-> « *• » ; 

(') In questa it'isi guisa , sebbene non gii nel medesimo modo . 
trovasi disposto il calcolo delle quantità algebriche nell* Aritmetica 

Wnàwiede del Newton. > * f K .'il-' *, ■*.'**. 
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che si trattasse dopo di aver proposto un Problema, 
e fattp. vedere che si ha bisogno di (pelle operazioni 
per venire a capo della soluzione dei medesimo. Pri- 
mieraiut ale incendo in quel modo nò meno si ottiene 
l’ intento prefisso ; perchè dovendosi scegliere una 
quistione semplicissima , e di risolvimento intuiti- 
vo , mai si polran comprendere nella sua soluzione 
tutte le operazioni del calcolo algebrico; e pai que- 
ste nò meno si presenteranno in tutta quella gener 
ralità nella quale conviene che situo considerate 
'Inoltre ciascuna di tali operazioni si dovrà tra! tare 
rimontando sempre a quej Problema al quale essa 
serviva; il che mculr.e stabilisce l'origine di quell’ 
operazione , mette una certa durezza nei!’ esposizione 
delle medesime. Finalmente facendo a quest» modo 
si è nell’ obbligo di cominciare ad inviluppare i’ 
animo de’ principianti , ad un tratto , con linguaggio 
simbolico di grandezze , espressione simbolica delle 
condizioni del problema , maniera algebrica d’ in- 
dicar le operazioni aritmetiche con grandezze sim- 
boliche , nozioni di equazione , d' incognita , di 
maneggio di esse, valore d’ incognita, ec. le qua- 
li cose tutte son fuori luogo : e potrebbesi dimo- 
strare ad evidenza che sia qui fuori luogo l’adope- 
rarle , dal La stessa necessità , che coloro i quali iranno 
così incominciato 1’ Algebrico Algoritmo, hanno poi 
avuta di ripigliare da capo tali cose per trattarle a 
disteso , come convenivasi. D’ altronde la prima idea 
che offresi a chi conosce già l’Aritmetica par che sia , 
che quella quantità ch’egli ha considerata determi- 
nata , divenisse indeterminata , fi universale , e quin- 
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dì la necessità di stabilire le regole del calcolo di 
queste , le quali perciò debbon procedere collo 
stesso ordine che quelle date pel calcolo speciale 
nell’ aritmetica volgare ; e quindi questo metodo , e 
non già il poc’ anzi detto sarà il più naturale e pro- 
prio a trattare tali materie. Gli Analisti un po- 
co più antichi di venti anni a questa parte hanno 
tutti cosi pensato , c non si sono certamente ingan- 
nati ; e per non nominarli qui uno ad uno , basta 
per essi il' Newton , e 1’ Eulero. 

Mi sono , ove ho potuto farlo , valuto di di- 
mostrazioni della teorica de’ numeri presso gli anti- 
chi ricavate da’ libri aritmetici di Euclide Iraducen- 
dole' solamente nel linguaggio algebrico nostro , e 
con gaandissimo vantaggio. I moderni Analisti han- 
no più amato di travagliarsi la mente talvolta in ri- 
cercare una dimostrazione , che è poi riescita dif- 
ficilissima , che in prendersi la pena di legger quei 
libri del Geometra Greco , che son pieni di profon- 
dissime dottrine , de’ quali essi si sarebbero valuti •* | 

con vantaggio. Deve far pena veramente a chi ha 
studiato lo opere de’ Greci in vedere come lo spi- 
rito umano, per una certa intolleranza propria de’ 
tempi nostri , si abbia voluto nelle sne pronfonde 
ricerche per 1’ ulteriore progresso delle scienze del 
Quanto , privare di quegli infiniti ajuti , che poteva 
ritrarre dalle opere di quei nostri antichi sommi 
maestri , che pajono ormai abbandonate a servire 
di suppellettili nelle pubbliche biblioteche , mentre 
dovrebbonsi notte , e giorno versare par le mani 
di chi desidera far progressi nelle Matematiche. 
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Causa di ciò che dico parmi essere il veder tratta- 
te da alcuni sommi Analisti moderni nelle loro 
protende ricerche sulla teorica de’ numeri molti 
teoremi , e problemi , con lunghissimo treno di cal- 
colazioni , e di contorsioni, i quali si ammirano da 
Euclide elegantemente trattati. 

Nella teorica delle equazioni numeriche , ho 
raccolto quanto vi è d’ importante intorno alla loro 
natura; ma ho poi trasandata tutto ciò che non ho 
creduto nè men proprio alle ricerche ulteriori che 
potrebbonsi fare su questo argomento , che potrò 
dire Italico , poiché la più parte di esso , e la piò 
essenziale agli Italiani è dovuta. E intorno all’Analisi 
indeterminata, mi sono anche limitato a quel tanto, 
che mi è sembrato proprio ad un corso elementare, 
rimettendo pel restante ingiovanì alle opere , clic essi 
volendo potranno con profitto consultare. 

Circa la storia dell’ Algebra non mi è sembrato 
questo il luogo a proposito ove trattarne , perchè 
per tal modo avrei dovuto premettere all’ apprendi- 
mento della scienza talune nozioni , e talune discus- 
sioni , che il giovane non poteva per se intenderei; « 
perciò mi sono per 'ora semplicemente limitato a 
gettarne qualche squarcio a proposito nelle note e 
hel luogo ove ho giudicato opportuno. 

Nè men sono stato abbondante in esempj sulle 
diverse teoriche di questo corso elementare ; essendo- 
mi semplicemente limitato a quegli esempj , che mi 
dovevano servire come di necessario rischiaramento, 
e dirò anche meglio , come di quadro all’ operazio- 
|e , che aveva astrattamente esposta ; e talvolta mi 


ia Avvertimento »ell' Auto»*. 

son valuto anche di essi , per poter meglio espri- 
mermi nel particolareggiare un’ espressione di cal- 
colo , o una regola. Il gravare le istituzioni di mol- 
ti esempj parmi veramente che sia superfluo pe' gio- 
vani che debbono valersene per 1’ apprendimento 
della scienza ; perchè il vantaggio che un tal siste- 
ma ò loro recare , si può anche meglio che dal 
libro, ottenete dal professore che gli guida. 

Ecco in breve le mie idee sul presente primo 
volume del corso di Analisi che io sottometto al 
severo giudizio de’ dotti moderni Analisti. 


-owwsjae»»- 
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INTRODUZIONE 


A G L I , , , 

ELEMENTI DI ALGEBRA.; 

» «l 



i • CmnsQUE lia appena delibati i principj della 
volgare Aritmetica e della Geometria conosce la dupli- » 
ce distinzione delle grandezze in continue e discrete ; 
e sa pur bene clic ad indicar queste vi si adoperi un 
numero , mentre ad esprimer le prime si ricorre ad una 
delle diverse specie di esteso. Or chi non vede intuiti- 
vamente , che ogni quantità geometrica può conce- 
pirsi divisa in due parti , in tre , in quattro , e gene- 
ralmente in qualunque numero di parti , sicché es- 
sa possa anche esprimersi per numeri , se uua di quel- 
le parti uguali in cui si suppone divisa si prenda per 
Unità. Sicché dunque ogni quantità continua potrà à 
discreta arbitrariamente ridursi : che perciò la differenza 
tra le une , c le altre sarà essenzialmente riposta in 
ciò; che queste hanno un'unità costante, e definita, 
mentre l’ unità di quelle è arbitraria , e variabile. 

Ciò posto ad indicar la prima specie di quantità in 
forma discreta non bisognerà certamente far usd* di ani- 
meri determinati, come nella volgare aritmetica , cioè 
composti di cifre : ma si bene di numeri indeterminati 
e generali. . . - , /■'» . 
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a. Inoltre queste due specie di quantità , seblmt 
diverse tra loro , convengono pure nella nozione gene- 
rale di grandezza , c quindi debbono esser snscettive 
di una medesima rappresentazione , sicché le proprie- 
tà ' comuni ad esse che sono quelle del loro rap- 
porto possano dimostrarsi generalmente appartenersi 
alle une , ed allo altre. Adunque per questa parte si 
vede pure la necessità di avere un modo da indicare 
universalmente le grandezze. 

3. Finalmente anche le quantità discrete sono do- 
tate di alcune proprietà indeterminate e generali , le 
quali non già a determinati numeri solamente si ap- 
partengono ; ma sono comuni a tutti gli infiniti nu- 
meri ne* quali abbian luogo le stesse condizioni. E di 
ciò infiniti esempj ne offre Euclide ne’ suoi tre libri 
delle quantità commensurabili, che formano ‘ ordinaria- 
mente il VII. , Vili, e IX. degli Elementi (’). 

4 - Cosi quando egli dice , che: Ogni numero minori 
i parte o parti di Ogni altro maggiore ("’). I due pro- 
dotti che risultano da due numeri moltiplicandoli vicen- 
devolmente F uno per l' altro sono uguali tra loro (***). 
I numeri piani sono tra loro in ragion composta dai la- 
ti^'"), ognun vede chiaramente che tali proprietà non 
#i- appartengono già ad un numero determinato ; ma a 
tutti in generale , che perciò col dimostrarvele contras- 
segnando i numeri su i quali si fa la dimostrazione con le 
4Ìfre ordinarie dell’ Aritmetica non si conseguirebbe V 


.» y c 'gissi intorno a questi Libri ciò che da me ai e detto 
«1 Ducono premesso agli Elemcuti di Euclide. 

(•U Prop. 4- lib- VII. 
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intento dì render tali dimostrazioni generali,' come ri 
richiede. Aggiungasi a ciò che tutti auei problemi arit- 
metici , che hanno le stesse condizioni ; ma variano 
solamente nei numeri a’ quali queste sono applicate 
debbono essere risoluti col metodo stesso ; che perciò 
tutt’ i numeri indicanti i risultameli!) a’ quali risol- 
vendoli si perviene , dovendo esser determinati 'eoUr stes- 
se operazioni di Aritmetica, si potrebbe facilmente con 
un risultamento solo ottenerli tutti , allorché i numeri 
dati si contrassegnassero universalmente. 

5. E per render ciò più chiaro con un esempio : 
Sia proposto a: dividere un numèro dato in din parti 
tali , che l' una superi V altra per una quantità anche 
data. . 

Questo Problema potrà esser risoluto per mezzo 
dell’ Aritmetica , e per 1’ ovvia regola del falso , allor- 
ché suppongasi , per esempio , il dato numero esser 
ioo , c la differenza delle parti in cui esso deve div ri 
dei-si esser iti -, ed in tal caso la soluzione di esso , c* 
furi pervenire ad un risultamento , che soddisfa ad essa 
solamente ; in modo tale che , se restando similmente 
enunciato il Problema si cambiino i numeri dati, e 
che la somma data si supponga esser tao, e la diffe- 
renza »4 i v i sarà bisogno per determinare le parti 
cercate in quest’ altro caso , di riprender nuovamente 
la soluzione del Problema , come se mai fosse stato di 
già risoluto. Vale a dire che il precedente risultamento 
diente può iulluire alla determinazione «li questo se- 
condo problema in cui non v’ è altra differenza dal 
primo , che nella sola grandezza de’ dati. 

6. Or come è chiaro , tutti i problemi che sono 
proposti su grandezze diverse id quantità solamente-, 
ma colle stesse condizioni , formano un Problema solo 
generale , la risoluzione del quale convenevolmente £at- 
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la deve offrirne benanche un risultamento generale il 
qual comprenda in se tutti quei ijsult.iineuti particola- 
ri che si ottennero per mezzo delle Aritmetiche ricer > 
che. Ecco qual sarebbe una tal soluzione pel Proble- 
ma poc’ anzi proposto. 

7. » Volandosi generalmente dividere un numero da- 
ll to in due parti , una delle quali superi 1' altra di 
» una quantità data ; è chiaro che la parte maggiore , 

» qualunque essa sia , deve pareggiare la minore insie- 
» me con quell’eccesso dato. Or la parte minore ag- 
ii giunta alla maggiore deve formare tutto il numero 
9 proposto a dividere : quindi un tal numero dovrà 

# essere ugnale alla parte minore insieme con questa 
1* stessa parte c coll’ eccesso dato. Per lo che lo stesso 
» numero sarà uguale ad 'doppio della parte minore 
» insieme coll’eccesso dato; e perciò toltone di comu- 
9 nc quest’eccesso; sarà il doppio della parte minore 
9 uguale al numero dato a dividersi , meno 1’ eccesso 
» dato. Quindi la sola parte minore , sarà uguale alla 
9 . metà delia differenza del numero dato a dividersi, e 
9 dell’eccesso dato. 

8. Dal qual risultamento si rilevn in generale , 
che: Qualunque sia il numero dato a illùdersi, e qua- 
lunque f eccesso proposto , si otterrà sempre la parte mi- 
nore sottraendo dal dato numero l' eccesso dato, e divi- 
dendo il residuo per a. Un tal ragionamento astratto , col 
quale generalmente dalle cognite di un problema , pe» 
mezzo delle sue condizioni, se ne derivano le incognite, 
si dice Analisi del Problema. 

9. Ciò posto se tutti i problemi proposti su i nume- 
ri fossero suscettivi per la loro soluzione di un’ analisi 
così breve , e di passaggi si semplici e fàcili a ritener- 
si ed a combinarsi tra loro a memoria , ciascun di essi 
potrebbe risolversi nel nodo poc’ 4ozi detto , e si ot- 
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tetvefcbrro così prò* essi fle' risul tamenti astrati* , ed enun- 
ciativi, per mezzo de’qnalf sì' avrebbe la sola 'ione par- 
ticolare in ciascun caie* ove V individuino i numeri da- 
ti. Ma def non è come si' è detto '; ed il piu delle volt» 
la soluzione di‘un problema non può condursi a line 
senza aver precinti tdP occhio le quantità sulle quali 
si propone ad operare , e le operazioni clic si sono già 
fatte su di esse , e còlle cpiali sono connesse le altro 
che debbino ancora farsi per pervenire al risiili. intento. 
Sir di che molti esonlpj se ne vedranno in fine di que- 
sta prima- parte. Come far dunque in «piesti casi ? Egli 
è chiaro che il solo rimedio da riuscire sia quello di 
ritrovare un mezzo onde esprimere astrattamente , e 
jp.neralmeute i numeri dati, e le operazioni da farsi su 
di essi. 

io. Or questo mezzo che sarebbe slato difficile ad 
escogitarsi da’Greci , lo era però facilissimo per gli A- 
rabi da’ quali Lionardo Pisano apprese . e trasportò in 
Italia la Scienza dell'Algebra, nel Secolo XIII., che 
perciò non so intendere confessi lo abbiano trasandato; 
che auzi trovavano essi il tipo di' questa indicazione 
generale delle quantità nelle opere stesse de 1 Ma tematici 
Greci. Ed ecco In cptal modo. 

1 1 . Costoro sorviVnnsi per dinotare i nume’fi nella loro 
aritmetica delle lettere dell'Alfabeto : che pi*Telù avrebbe» 
ro essi dovalo escludere queste da 'tiri* indicazione' uni- 
versale de’ numeri ; e pure allorché 'vollero indicarli ge- 
neralmente, o-sia far sì che piT esse nó i determinati 
numeri, ma generali si esprimessero, rfiors'ercrall’espe- * 
dienti* di affiggere ail ognun ili loro una lineetta aconi- 
to , formando cóme una figura. E solamente , ab* • 
lorebè dovevano farsi tuli operazioni Sri questi numeri 
generalmente indicati , clic si esigesse di esprimerne an- 
che m sommi con altri , o pur differenza , al fine di 
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restringere il loro ragionamento , prefissero alla linea 
indicante ri numero due lettere, cd indicarono con due 
lettere , anche postevi negli estremi . Ir parti di essa. 
Su di che infiniti csempj ne olirono i libri Aritmetici 
di Euclide , da’ quali io , per dilucidazione di ciò die 
ho detto , ho ricavato per un esempio il seguente. 

Prop. XVI. nei. Lib. VII. di Euclide. 

ìa. Se due numeri scambievolmente mulliplicandosi 
diano due prodotti , questi saranno uguali. 

E 


A 


B 

C 

L) 

Sieno i due numeri A , B , ed A multiplicando B 
dia C; B poi multiplicando A fàccia D. Dico che C 
sia uguale a D. 

Imperocché se A multiplicando B produce C , B ; „ 
dovrà misurare C , per le unità che si contengono in 
A. Ma 1’ unità E misura il numero A per le unità che 
in esso contengonsi. Adunque 1' unità E misura tante 
volte il numero A , che B misura C ; per lo che , 
permutando, 1’ unità E misura ugualmente il. numero 
B , che A misura 0. Di nuovo poiché B multiplicando 
A fece C , A misurerà D per le unità che si conten- 
gono in B. Ma anche E misurava B per le unità ohe 
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sono in esso. Adunque F uniti E misura il numero B 
■ugualmente clie A misura D. E siccome l'unità É 
misurava il numero B ugualmente che A , C. Perciò 
A misura C, e D Io stesso numero di volte; e quindi 
questi prodotti tono tra loro uguali. C.B.D. 

ìd. Ed altri esempi simili a questi iucontranst 
nel Libro V. degli Elementi , ove le grandezze in ge- 
nerale si discrete che continue indicatisi universalmen- 
te con lettere , prefiggendo a<l esse , per la ragione già 
detta , una lineetta. , 

14. Ma gli Arabi i quali avevan già una nuova 
indicazione pe' numeri (") quella cioè di cui noi ci ser- 
viamo comodissima mente a* giorni nostri, non avrebbe- 
ro dovuto durar fatica a vedere che le lettere dell’ al- 
fabeto potevano comodamente adattarsi a dinotare uni- 
versalmente i numeri. 

15. Or senza entrare in discussione a questo 
proposito per vedere chi sia stato il primo che abbia 
cominciato ad adoperare questo mezzo nell’ algebra , per 
dinotare universalmente i numeri , lo clic appartiene 
alla storia di questa scienza , ci basta solo 1* aver indi- 
cato , che tal principio poteva rilevarsi benissimo dalle 
opere di Euclide ; e sarà sufficiente lo stabilire in que- 
sto luogo la regola ; che : / numeri , come anche le 
grandette continue t'indicano generalmente per le lette- 
re piccole del nostro Alfabeto. E anche per una mag- 
gior distinzione si è stabilito che le ultime di essa 
cioè x , y , c , < , u indichino le ignote , e le rima- 
nenti altre le note de* Problemi, 


Ol* ordinarie àtri ditta aoitra Aritmetica Volgare , eia ck« 
«li Amia a dirittura «a (Micro itati gl* inventori , ria , com' i proba- 
feilùaioo , che la arenerò prcit dagl 1 Indiani. 
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16. Or sieceme le quantità cosi generalmente in» 
dìrate debbono condurre pie’ calcoli qjie istituisconsi coi» 
esse a risult^nn-nti universali , non potendosi effettuar 
calcolo se non per imnifii , ne segue perciò clic le 
operazioni oritmelieLe che si effettuano ne' calcoli. per 
specie non debbono consistere in altro che in indica- 
zioni di esse, da eseguirsi poi effettivamente , allorché 
ne’ casi particolari si saranno sostituite alle quantità 
espresse letteralmente i numeri ebe le corrispondono. . 

17. Ciò posto ad indicar la somma delle quantità 
letterali si è adottalo il seguo -J- ( più ) che si scrive 
tra le quantità da sommarsi , cosi a-\-b denota la som? 
ina di a con b. Per la -sottraz ione si è stabilito il se^ 
gno — ( meno ) che denota che la lettera cui è pre? 
fìsso è sottratta dall* altra clic precede questo segno ^ 
cosi’ a — b denota «die da a deve togliersene b. Il pro- 
dotto di a per b s’ indica con ab ; ed in generale il 
prodoltò di più lettere s’indica col loro accozzamento. 
Còsi abe é il prodotto delie tre quantità espresse dà 

a , b , c. E questo prodotto si potrebbe anche espri- 
mere nel seguente altro modo aXbXc , servendosi del 
segno X di' è quello della moltiplicazione , ed allora 
SÌ direbbe a mullipliaita per b , mmi/iplicata per c. E 
polrebbesi a tal segno X sostituire anche un punto. 
Ma la r»iu usata e comoda maniera è quella detta in 

i . ■ ■ l*SÌ.r. 5 e,-*. 

primo luogo. 

18. Finamente la divisione di a per b s’indica 

* «■ ‘ ■■ ' 

per a: b o per , ciascuno de' quali due modi deno- 
ta il quoziente di a per b , e si pronunzia a divìso per 

b. Ed a questa forma algebrica deila divisione le si dà 
anelie il nome di frazione , chiamandosi , come nella 
volgare aritmetica , nuiperalvre la quantità eli è sulla 
lineetta orizzontale , /c ,fbc faceva . da dividendo , e de- 


«.* *4;» 
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nominatore quella che sta sotto la linea , e che faceva 
da divisore. 

)q. Poste queste generali indicazioni per segni delle 
principali operazioni aritmetiche da institnirsi sulle quan- 
tità letterali , se nel problema proposto al n.°4. si esprima 
pera il numero dato Ridividersi, e per h l’eccesso di 
una delle due sue parli sull’altra ; sia poi x la parte minore 
incognita, per la coedizione del Problema, sarà 1 ’ altra 
maggiore espressa da x-\-b ; c quindi sarà , 

cioè a sarà il doppio di x, più b, cioè s=ajr -J-h. 

E finalmente x ss !i — — . Ed in questo caso l’ analisi al 
2 

presente problema , che differisce da quella astratta , 
che si esegui nel numero citato , solamente perché in 
questa i passaggi , ed il risulta mento sono simbolica- 
mente espressi , si dirà Algebrica. Nè vi sarà proble- 
ma aritmetico , che non possa restare in questa manie- 
ra risoluto. I 

ao. Ed è facile anche per mezzo di questo risul- 
tamento il confermarsi in ciò che fu detto nel n,° 16. 
Imperocché è chiaro ciré per mezzo di esso non resta 
determinato definitivamente qual sia il numero x , cioè 
la parte minore , ma solamente il sistema delle optfa- 
v.ioni che debbono farsi per ottenerlo, allorché per a , 
i si sostituiscano numeri. 



\ 


Digilized by Google 



* * v, A ■ • A 




D E LI 


x -y 


A L G E B R A 


LIBR O I. 


r . -v. 


’V 


DELL’ ALGORITMO ALGEBRICO. 


C API T O L opri ar a 

, ■ <• . 

DtLLk DIVERSA EOUU ÌM CVt SI PRESBWXAJSO I VIosoWJ ' 
Algebrici «el calcolo. 



al. Si è già detto , che se a, e b rappresentino 
due grandezze qualunque , indicherà 1« S om- 

ma di esse , ed a~— à la differenza (\j). Or se tali 
quantità sieno della specie stessa , ma diverse in Sa- 
lire, nel qual caso rapportandole alla stessa uni- 
tà x , la prima sia m.x , e 'la seconda n.x, qua- 
lunque sieno i coefficienti m ed «della,*; allora la 
quantità, a-f-à , e 1’ altra a — b diverranno rispe Uiva- 
inente mx-\~nx ed mx-r—nx . Ed é chiaro che nel pri- 
mo caso, supponendo esser q la somma de' numeri m, 
n , la quantità mx-\-nx si a quanto qx. 


■ "1 

s 
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' »»• Gk* s* g«i <» vegli* commjerare. la piantiti 

mi — ax , si rileverà intuitivamente , che possono accader 
tre casi , cioè c!ie m sia un numero maggiore di n ; che 
gii sia uguale ; o pmr che -m sia, minor* di n ; il die 
simbolicamente si segue rvldic nel seguente modo, cioè 
m>*, m=» , m<n , Ad piimo caso supponendo m 
-magatoli: di n per p , cioè imrrn-f-p, è chiaro, che 
ja quantità nx si ridurrà ad ( n+/> ) x (•) , cioè 
ad nx-fq>x (*’) ; e quindi die mi — nx sia quanto 
tn+px — nx , cioè quanto -f-px. Supponendosi in se- 
coudo luogo r d*: m pareggi n , anche mx . adequerà 
nx j e quindi la diflèrenza loro , cibò la mx — nx sarà 
xero. Finalmente se la m sia sjjperatp dalla n por p » 
si vedrà , come nel primo caso» che la quantità mx — nx 
• si riduca ad mx — px , cioè a — px. Adunque sqLtnyrndosi 
nx da mx, se n c minore di m per p , il rUuIlamento 
è -j-px;, esso è zero in gaso di m=$n ed è — px nel 
caso u a minai e di n per ^p. 

aH. Or i primi risultainenti , cioè quelli elio nasco- 
no da una qu imita minore sottratta di una maggio* 
re ; « d a’ quali , come dalla stessa operazione si rile» 
va , compete il segno -f- , si dicono positivi , per di- 
stingui rii dagli ultimi, in cui l’operazione medesima 
dimostra che deve competerli il segno -**, e che di- 
consi perciò negativi. Né tra questi 'due stali di po itr* « 
vo , e negativo può immaginarsene altro per lo gran- 
d«K .ci' 

’• • k > r % ' ” 

•fc 7 t- *• » ’ v * <■ i, * * i * •.*. 


I f 


O 11 ^ vincola* ( il *tgno die »I mlopYa jìlù rtìmiifl'mrTite 
digli Analisti per dinotare , eh* miti la piàntila m.pp , cioè cNtetmo 
de' snoi termini deve «me txmhiplicato per li'tpi.smrt t .r. , -, ■„ v,-. 

* (’*) Si può prender come uu pullulata algebrica , ebe t.iiiP' fi* 
SI prodotto di una quantità p r un’ ultra , qu mito la koinmi, de’ pro- 
dotti dì una di «ut per cilKuua parte dell' altra. 
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E^ro (luna .e 1’ origiti - algebrica delle quanti* 
là iiolate negative , ed ere > ciò che esse indicano nel 
calcolo. E sin oue si p issa ad oltrii- rie per risulti mena- 
to (li una soltia ione, ia q.iaie s gue io atto inter- 
medio tra positivo e negativo , in cui la quaulità da 
sottrarsi si supponeva ugnare a qu-lla donde si volevi 
essa sottrarre , nei (piai caso il residuo è /.ero ; perciò 
Suol dirsi ordinariamente , che le quantità negative si' no 
minori del zero $ con la quale espressione a.tro non si 
vuol d notar. , se n<-u che esse derivino dalla sottra* 
rione dopo il caso in cui il residuo è /.ero. Re per ora 
occorre formi rsi d queste quantità a. Ir.» idea che quel- 
la che ne abbiamo data. 

a 5 . luoili'e si è gà detto, ohe il prodotti di a pe» 
b s’ indica p r ab (17) ; e che in generale il prodotto 
di piu quanl tà letteralmente e pr sse si dinota con 1* 
accozza mento di esse, con quell* ordine che ne piace) 
ed or suppongasi r.he quelle quantità sieuo tutte espres- 
se dal'a stessa lettera nel qual caso , in luogo di 
scriversi tal lettera tante volte di seguito, quante 
n’ era inùltiplicata , c'oè quanti sono i fattori indicati 
da essa, si scrive la stessa letti ra una sola volta , e si 
d : uota il numero de* fattori ad essa ugnali , che deb- 
bono contenersi in quel prodotto , con quella cifra 
aritmetica che la rappr senta, la quale si scrive a de- 
stra della lettera , un poco più allo di essa, e chia- 
masi esponente. Cbsì se a doveasi multipl care per a , 
il prodotto aa si dirà anche a', che si pronunzia 
a - due. Ed in generale se i fattori uguali espressi 
ognuno da a sieno al numero indicato da n , il lori 
prodotto verrà espresso da a*. Ogni espressione di 
imi forma, dic< si esponenziale \ il numero «che dino- 
ta il numero de’ fattori a contenuti nell’ esponenziale d* 
ae sarà i* esponente , e ia ietterà a , che disegna Ctft- 

* 
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icuno di'que’ fattori , si dirà base della quantità espo- 
nenziale. E suole anche la a" chiamarsi polenta , coma 
di sopra fu detto 5 ed il numero n prende allora il 
nome di grado di essa. 

26. Ciò posto, se T esponenziale a " vogliasi mul- 

tiplicare per l’altra a" 1 della stessa base; egli è chia- 
ro , che il loto prodotto dovrà costare de’ fattori ugua- 
li a dell ’ Ulta , e dell’ altra quantità che si tnultiplica , 
cioè di a m e di a* , i quali sono al numero m-f-n , 

.che perciò un tal prodotto dovrà essere espresso 

da E similmente volendosi il prodotto di a. m per 

«" , e per a ? , esso si trova essere a" , +"+p . Dal che 
si rileva , che : Ogni quantità simbolica elevata ad un 

esponente , sia il prodotto della stessa quantità elevala 
separatamente a tutte quelle parti in cui si vuol concepir 
■diviso il suo esponente. Vale a dire che a” è( quanto 

, ove soppongasi m=p-\-q-^-r. 

27. Estendendo il poc’ anzi detto principio , si potrà 

m m w 

prendere ,1* a* come il prodotto dia*, per a " , per a * 

ec. tante volte , quante bisogna , perchè dalla somma 

continuata di ne risulti zn, cioè n di volte. E per- 


ciò si vede, che u m sia la potenza n di a (25). Laonde 
in generale. Ogni quantità esponentiale ( ne v’ ha quan- 
tità che ned sia ; poiché ad a che dinota un solo 
fattore o una sola dimensione espressa da a , vi s' in- 
tende l’ esponente 1 ) può rappresentare una polenta 
qualunque di quel grado che vien dinotato dal numera 
per cui si divide il suo esponente. Ed al contrario que- 
st’ altra esponenziale della base stessa , che ha per espo- 
nente quel quoziente , se si consideri per rispetto alla 
quantità di cui si è detto rappresentarne la potenza , 


dell 1 Algebra. 27' 

li dirà radice di quei grado stesso di cui era tal po- 

— * 

tenza. Cosi a” è la potenza n di a " ; e viceversa a " 
è la radice n, o n-esima della quantità a*. E questa 
radice suole indicarsi anche prefiggendo alla quantità 
di cui si prende per ra lice il segno V clic dicesi Ra- 
dicale , e scrivendo nell’apertura di esso l’indice del 
radicale, cioè pel caso di sopra espresso della radico 

n di a », neh seguente modo v',.". E quell indice suol 
tralasciarsi nel solo caso che sia a ; sicché invece di 

scriversi \ «"* basta scrivere \\i m . 

m , 

A — * 

a8. Adunque a n = \ r a” ; il «he mostra, che: 

esponenziale che ha V esponente fratto si può 

rappresentare per un radicale , il cui in lice sia dinota-. 

10 dal denominatore del fratto esponente , e la g randezza 

sotto il segno radicale sia la base dt LI esponenziale ele- 
vata al numeratore del fratto esponente. Ed al cantra - 
no : Ogni radicale si potrà, sempre tras/brtnare in un' 

esponenziale frazionaria , se, cioè,, dividasi t' esponente^ 
della quantità sotto del segno per 1' indice del ra- 
dicale. 

39. Inoltre sia la quantità esponenziale a'* , ed 

m dinoti un qualunque ninnerò intero o fratto , le 
cui parti sieno rapprentate «la p, p , p , ec. in un mi- 
nierò determinato ; sarà a m se ar+r+('+/’+ (-«(jj • t « 

la soppressione di ciascun p dinoterà nell’ esponenzia- 
le a” la soppressione di un fattore dinotato da uP ; 
o sia la divisione di a m per a? ; che perciò se queste 
parti dell’ esponente si sopprimano tutte , ciò ne in- 
dicherà la divisione di a m pel prodotto di tuft’ i suoi 
fattori , ciascuno espresso da af , cioè per la stessa a” ; 

11 qual quoziente i 1 ’ unità. Ma sopprimendosi tutte 
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le parli p dell’ esponente n m , esso diventa «ero. Adun- 
que u°=i ; cioè: Opni grunslena che abbia pc espo- 
nente il tero rappresenta l unità j e quest unità sarà 
delia specie stessa , che la liase di quell' esponenziale. 
E da ciò segue, che una quantità m< itiplii ala e àm- 
ia ad un tialto per un’ alira , ri^la del meite-imo ca- 
lo* di prima , poitlié essa viene ad essere multiplica- 
ta per a 0 . 

3o. Finalmente continuandosi lo stesso ragiona- 
mento , si vedrà , «lie se pervenuta la quantità u m ad 
a° , per la soppressione di tutte le pa<ti p nel suo 
esponente m, si continui tuttavia a supporre il suo espo- 
nente minoralo di p , si verrebbero con tal operazione 
al impartire al'a base a gli esponenti negativi — p , 


z/i , — ip , —ec. ; e quindi si verrebbe a formare 
un' altra serie di esponenziali negative a — f , a *P , 
O — ’P , a — “ . Or ciascuna ili quelle operazioni 


esprime nn* ulteriore divisione della quantità ottenutasi 
con le divi-ioni precedenti . per la stessa «P ; e quindi 
siccome tal quantità per siffatte divisioni al nnmeio n 
©ia ridotta ad a° , cioè ad t , si vedrà perciò faiit- 

I 

mente ebe a — P coi risponda ad a P j e cosi a — *P ad 

J_ * 

<r‘P, a ’p ad a ^ , o — m — n*. Vale a dire, 

che: Ugni quantità esp nemuile in tui l' esponente sia 
negativo pareggi l'unità divisa per la stessa espontnualt 
coll' esponiate posti ivo. 


t 
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4 

3i. Tessendo ab quanto il prodotto di a per A, 
ed u m b n quanto quello di a" pi r h m , ove m d nota 
un- qualunque numero intero, o fratto, positivo o ne- 
gativo ; è tliiaro , die se tal numero si supponga di- 
'vi- o ili un dato nuniei o.di parli intere o frazionarie J 
ciascuna espressa da p , sia pere ù a m b m r= :P. uF.uf.ec. 
X* bP.hP.ec. cinti uguale alla quantità aP, P mult pl?- 
cata per se stessa continuami lite tante volte, quan- 
te volte p si conteneva in m. Vale a dire: La patema , 
otèice versa la radi ce m di • una data qu aliti) I quale a sii 
di due u più fattori , è qu into il mutuilo d II? potenze 
e delle radivi del grado stesso di que' suoi fattori. Così, 

che («’A*/ ss (a’/ X (A 5 / , e \VA 5 = \ja' X V'è 3 . 

n t 

3ì. Inoltre se si abbia la quantità rrs.\uP H q r , potrà 

pr r 

essa porsi sotto l'altra forma m.a * y * (v.8) , eli* è quan- 
» 

to moP VA cioè , che : Se mai la quantità esistente 
Slitto ài segno radicale abbia un fattore da rui si fios *■ 
sa e tira ir è la radice , che P indice del radicale ne di- 
stota, si potrà questo ridurre a forma più sen plice , fa- 
cendo svanire tal fattore da sotto al segno radicale , e 



Digii 


d by Google 


3o Elcmskti 

multiplicando il coefficiente del radicale per quella ra- 
dice di quel fattore. 

m 

33. Di più se si abbia la quantità a ", ed essa 
debba elevarsi alla potenza p intera o fratta , bisogne- 

m 

rà prendere nel primo caso quel multiplice di ~ che 
vien dinotato da p ( 27 ) ; e nel secondo quella parte 

m 

di — che vien dinota da p ; e saranno quel multiplice 

m 

e questa parte di ~ gli esponente rispettivi della po- 
tenza , e della radice cercata. Poiché in quel primo 

pm 

caso , il nuovo esponente T contenendo p di volte 1* 
e- " 

altro ~ , la quantità a " dinoterà la potenza p di a 

m 

e nel secondo caso 1 ’ esponente «p* contenendosi p di 

m 

- — \ 

Tolte nell’altro anche la quantità a r dovrà con- 

m 

tenersi p di volte nell’ altra a * ; e perciò quella sarà 
la radice p di questa. Val quapto dire , che : Si e/e», 
veni una quantità data ad una data potenza , multipli -, 
cando l' esponente di quella , per /’ indice di tal poten- 
za. Ed al contrario : Si estrarrà da una quantit u data 
una determinata radice , dividendo l' esponente di quel- 
la per f indice di tal radice. Cosi volendo elevare a“ 
a quadralo , questo sarà a ! * — af , a volendo elévar- 

J / j *•**». • 

vi \r fl » quadrato sarà quanto a — a ~\a*. 
Dal che si rileva più specialmente , che : V olendo ele- 
vare un radicale ad una data potenza , batter 11 ele- 
varvi la quantità sotto del segno , o sopprimervi il se- 
gno V nel caso , che la potenza cercata sia del grado 
.stesso di quell' indice. .... - 
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34- Al contrario volendosi estrarre da a* la radi- 

ce seconda , essa sarà a * = a = \ f a'=a\ , a. E ve- 

s T • ' i fi 

lendola di \/a, essa sarà a = a — \ la. Cioè : Si 

estrarrà la radice da un radicale , muli indicando V in~ 
felice del radicale per quello della radice che da esso si 
vuole estrarre , o pure estraendola dalla quantità sotto del 
segno , se questa sia una potenza perfetta di quel grado 
che vien dinotalo dalla radice da estrorsi : poiché 
r ■ r» r 

V 7/ Tt »«. “»r 

y v« p — \ar = a ; = a — \' a r. 

35. Ritornando nuovamente alla considerazione 
stabilita nel n.° a8. si vedrà, che avendosi un radica* 

pm 

le della seguente forma , cioè V u '\ 1* esponenziale fra- 

r» n 

zionaria che le corrisponde sarà a 1 '" = a " ; il che di- 
nota , che t Se mai 1' indice , e V esponente generale 
della quantità sotto al segno si multiplichino per uno 
stesso numero 5 cioè che questa si eh- vi a quella poten - 
za pel grado della quale si multiplica l' indice del ra- 
dicale , la quantità radicale che per tal modo si ottiene 
pare g gerh la proposta. 

36. Ciò posto , se mai si abbiano ì due ra- 
dicali 

V«" e V if 

si vedranno eh’ essi ridotti ad esponenziali diverranno 
rispettivamente 

— -i. 

* , » 

a. e b 

m P • n? 

• pure a“ p « é“ v 
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*e si riducano srii > 'ponenti ftv». iou»rj al medesimo de» 
nomi nato re ; o lina m uè a 

*/• "p , 

\ e V ' " r 

passando di nuovo da c'poneuziaii fraz'onarj a' radica» 
li Udì chi si mi va , che : Due radicati iT indi e di- 

verso possimi ti mpre ridurre a due altri rispettivamente 
usuili u' /imposti e deli indice stesso, pr, ridando per 
indice comune de' radicali ridotti il prodotto degl indici 
de' radicali proposti , ed eh v indo la i,uaiiliià eh' è sotto 
al segno di ciascun di questi alla p tic rii i dinotata dull' 
esponente deli' altro. 

37. (.he se l' indice deir un rad : cale riuscisse esat- 
tami lite nivisjbiie p> r l’esponente dell’altro, si rileve- 
rà fàcilmente , clic la sudjletla. riduzione de’ radicali si 
otteirà : Multiplicando V indice minore per quel quoiiente 
che si ottiene dividendo per esso l indice maggiore ; ed 
elevando alla poterli t dinotata da tal quoiiente stesso 
la qu intità salto al segno di quel radicale. 

4 ' !.. . • 

Cosi \ “ e \ b ridotti all’ indice stesso divtrran- 

4 , , ♦ 

no V“ e \h • 

E ciò che si è stabilito nella presente Regola è una 
immediata conseguenza del n.° ah , e del. ordiu ria 
teorica per la riduzione de’ fratti allo stesso denomi- 
na tore. 
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&ei Senso che affetta le quantità’ Alcebiiche dopo 

LE OPERAZIONI ARITMETICHE CHE *1 FAN \0 COR ESSE , 

cioè Somma , Sottrazione , Moltiplicazioni , Divi- 
sione , Elevazione a potenza , o Estrazione di 

■ .... ■ .. . - 

-• à ’*; J • h* • l ■ ■ '■ *-» 
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& aftoMovo in ut *. **i 
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38. Le «piantiti algebriche potendo presentarsi nal 
ttdeolo affette dal sogno~-p.,, b W-, «onte si è di 
■opra veduto (za) -, Insogna perdi porre ad esame 
^«al differenza induca Me’ risu Ita menti de' calcoli sud- 
detti questa differenza de’ segui. E primieramente per 
eiò , che riguarda la somma , è chiaro , che nessuno, 
alterazione possa indurre nel risultamento la diversità 
del segno de' termini analitici da sommarsi', mentre la 
natura stessa deir operazione indica chiaramente , che 
le quantità date debbono comprendersi nella somma 
col segno stesso che avtvano. È chiaro ancora , elio 
bella sottrazione , qualunque sia il segno del IdinoaAj 
do, «e quello del Sottraendo è positivo, cioè -|- f 
delibasi esso cambiate in — ■ , come sta detto nel n.* 
atv, cioè che sottraendo da A-, +B, il residuo debba 
maitre A— B* ove A si suppone affetta da qualunque 
segno, llesta ora a vedere cosa avvenga allorché da A 
«i sottrae — 8 . Qp in tal caso è chiaro , cbfe aggiun- 
gendo a queste due quantità una stessa quantità -f-B, 
non si debba cambiare il residuo, .tya con tale aggiun- 
zione , il minuendo diviene A 4-8 » divien zero il 
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sottraendo; e perciò il residuo è uguale al minuendo 
A-J-B. -Adunque per aversi il residuo di A minuendo 
e — B sottraendo , conviene aggiungere ad A il — B 
cgl. segno .c->:ni>iato. Ma la stessa aggiunzione col cam- 
ita melilo di seg.to aveva avuto già luogo nell’ altro 
caso ove il sottraendo era -f-B. Adunque generalmen- 
te : hesiduv risili ferii sempre 4 che si aggiunga al mì- 

ifirendo if sniffa e rìdo Co i legno cambiata nell' opposto, 
cioè il in — , e 1 — — iti -J-. 

A»}. Passando adesso alla multi plicazione , potremo 
prendere coinè Postulato , che -|-AX-t-B=±-}-AB : re- 

sta Adunque a vedere qual segno tocchi al prodotto di 
tf-A per — A , e di — A per — B. Or nel primo di 
questi rasi è chiaro che il segno del prodotto non pos- 
sa essere - 4 - ; poiché altrimenti un tal prodotto sarch- 
ile identico all’altro di -|-A per -|-B ; e quindi essen- 
do pur identici i' fattori -f-A e +A , lo dovrebbero 
anche essere gli nitri due éf® e — B : dal che si trar- 
rebbe, con aggiungervi di comune -f-B, aBz=:o. Che 
perciò il prodotto «K -j-A per — B dovivi essere 
—AB ( 17 )- Vale a dire, che; Quando uno de' fattori 
è neg il ivo , il prodotto sarà anche negatilo/'- 1 

Finalmente coti un ragionamento analogo al pre- 
cedente si rileverà , che il prodotto di — A per — B 
dehh : essere -j-AB ; mentre supponendo eh’ esso fosse 
—AB, verrebbe a confondersi con quello di -f-A J’ er 
— B ' che pervio sarebbe come -poc’ anzi -f-B— — B , 
4 — ’Q ; cioè ; Quando * due- feritori sono negati- 

vi , o sia affali dal segno — H prodotto risolta po- 
sitivo. '* \ »• - -e • . 

4o. fi dalle considerazioni del n. # precedente si 
rileva la regola ovvia pt’ segni Arila moltiplicazione , 
cibò che ; Oli stessi segni donno -f* per segno del pro- 
dotto , rii 1 diversi * *' - *- > ' 

. v t * 
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4»- Or «iwome ogni potenza non è che mi prodotto 
Successivo <ii fattori uguali (rr5) , segue ptociò dalla ingoia 
pnecetlentemeute stabilità ^-chet Sssrà sÀnpre • 4 * il segno 
di una potette i di grada pari di unti quantità , sia quesiti 
positiva , o jXtr negativa ; 9 se U gradò della polenta 
è ìmpari , avrà essa lo< stesso segno che avea la 
radice. ,&'• ■ ~ ~ • * ' * 

*'• 4*. Dalle cose pocf anni dette si rileva pure, clip 

^volendosi scindere un prodotto affettar da -f in Attori, 
sia dubhio-se questi debbano avere ciasebi d-ono H se- 
gno -f- , o pure il — ; e che sarà auche dubbio se I«\ 
radice di grado pari di una quantità positiva debba 
essere affetta dal seguo -f- , a dal - — -, che perciò iu 
simili rincontri si prefigge a que’ (littori o a questa ra- 
dice il doppio segno +. Ed è ambe manifesto dal 
precedente numero, che sia impossibile la radice par 
di grado di una quantità negativa , ossia affetta dui — 
mentre si è veduto , che quella quantità non può giam- 
mai aver luogo come potenza pari di Un’ altra; che 
perciò dagli Analisti a questa’ specie di radici , che 
occorre considerare nel calcolo a)gebi£co , si è dato il 
nome d' impossibili , o più comunemente di Radici imma- 
ginarie. 

43. Le considerazioni stesse stabilite pe' segni nella 
multiplicazione , traggono con loro , per immediata 
conseguenza la Regola pe’ segni nella Divisione. Impe- 
rocché essendo -d-AB= + AXìB , é egli chiaro, che 
se -|-ÀB si divida per +A debba corrispondentemen- 
te risultarne per quoziente l’ altro fattore +B (*) , 

\ -■ 

(*) Si avverta che in quoti doppi *‘ , g n ‘> bpogaa »n» volta prtn- 
#»rt i due «iperìori , ed un'altra i due inferiori , e eoe* p là appre»- 

■m in tanto numero Meteo, 
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I 


Sf» . . Et 1 IH! » ■» ». 

cioè che : Dividendosi -J-AB per-f-A il quoziente i+B; 
dividendo quella quantità per — A, dovrà esser — B 
quoziente. E siccome — AB:=s— AX-+-B v si vede 
perciò, che dividendosi — AB per -4-B debba risultar- 
ne per qu ozente — A; ed al contrario, prendendo 
per divisore di — AB il fattore —A , il quoziente do- 
vrà essere l’altro fattore -}-B. Vale a dire , che del 
pari che nella moltiplicazione : Allorché il dividendo 
e 'l divisare hanno lo slesso segno , il quoziente è posi- 
tivo j ed è negativo se quelli avevano segni diverti . 
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Della Diversità' che eassa tra la hature delle oer- 
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«AZI03I1 Algebriche . E QUELLA AJfALOGUE DELLA vol- 
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•are Aritmetica. 
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44. L’ Algebra essendo * , cmpe ,fu «la. principia 
detto, un’ Aritmetica universalizzata , .coirne» sempre, 
che nel trattar di essa si abbia la taira a mostrare la 
corri pendenza , o la diversità tra le operazioni che si 
eseguono col calcolo aritmetico , e co* 1* algebrico j 
che perciò sebbene quello che saremo p^r dire noi 
presente Capitolo |i possa agevolmente rilevar da chiun- 
que pongasi a ri Ile tic re su quuudo ne' prevedenti si è 
detto , non ©stante non abbiamo stimato inopportuno pe’ 
giovani che ciò sia ad essi manifes&naente esposto. In- 
tanto uopo è stabilire prima di ogni altra cosa le se- 
guenti Definizióni di alcune voci. 

45. Per Monomio , o Termine Antxliil-.o s’ intende 
una qualunque espressione di quantità algebrica co» 
Un solo segno , cioè non interrotta da segni j e _ co» 


un solo coefficiente. 


Tali sonò le quantità 'Sa i x % jr , 4"Vf > 


e.aVVy -•! ,* 


*pVy 


et. 

i 


46. Piò monomj scritti l’ un dopo l' altro , ed 
enunciati o presi come una sola espressione algèbrica 
diconsi Polinomio. |£d ogni Polinomio prende poi pia 

•pacialmente il some di Binomio , Trinomi» pi Quadri- 
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nomio , ec. daH’ esser due , tre quattro , o più 
i termini die compongono 4' espressione che lo di- 
nota. 

♦ 

. „ $ 0 ^ ?a'b — 5xj 4 *•* Binomio. 

3a’b — 5 ir 4-4* i Un Trinomio. 

• e: * . . , ■ If 

3 a'f> — 5-ry -{- 4* — 4*’ d un Quadrinomio, 
ti. ♦ *? ' 

47* Or poiché , siccome é chiaro , la natura della 
quantità rappresentata- 4a uh - monomio algebrico risul- 
ta dalle lettera accozzale che in esso si contengono , 
e da' rispettivi esponenti di queste, senza che vi con- 
tribuiscano affetto ' r eoellieienti , i quali servon o sola- 
mente ad esprimere i muitiplici , o i summultiplici di 
Unà quantità ; e senza che vi contribuiscano » segni , che 
come si vide non tono' che accidentali die quantità, 
risultando (iti dalle operazioni che Su quelle ri - isti- 
tuiscono ne segue perciò, che ogni qual volta due 
fnonomj algl-hrlci conterranno le «tesse lettere , e pir 
le identiche di queste' gli stessi esponenti , variando 
poi , Se così avviene ^ nc’ coefficienti , essi esprimeran- 
no hi diversa tfùaìililà la cosa stessè ; e se variano an- 
che ne* segni , 'dinoteranno anche diverso stato di quel- 
la lai Cosa. Adunque tali due monomj rapportandoci 
alla stéssa unità, ché può esser rappresentata dal com- 
plesso della pàrlc letterale di ciascun monomio. Si po- 
tranno ridurre facilmente ad Un solo, con 1 la stlmmu 
de’ «officienti, se essi aravano il seguii stessi} ; b ‘col 
jpltrarre dal «©efficiente maggiore il plinore , dando *1 
residuo il segno di quello . se tali mouortij erano di eoa» 

tririo s€snro« t i t ,.•* 

* ' * V* ! * V H ' i * ** ^ » 

Così per ejefnpio * due ; monom j 

»' • j ■ "1 # 4 "t *■ - K 

equivalgo»»* • ' i . ■ ipa h ** •*f< « M Ì;,- . i- •• ’JO*. 
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« gli* altri “ 

X3a*:r , e -t-5a\r 

. •» « - ; 

equivalgono a + sw’.r 

r 48. Or questa operazione per mezzo della qual* 
«Ine termini analitici , che variano solo ne' coefficiente 
e He' sentii , e io stinse di più , ed i quali chiamatasi 
simili , riduremst ad un solo , diceti Contrazione , « ■ 
Riduzione . • ' • ■ ■■ 

• ' 4*). Dalle considerazióni precedentemente stabi- 
lite si rileva p che la contrazione non possa aver' 
luogo Ira due lei mini che non situo simili, come per* 
riempio 1 ’•* 

'è * '45 a**"" 

O pure „ , -J-Su'x e 

ciò non ostante nulla impedisce che 1’ Analista couside- « 
ri queste quantità dissimili, cioè di diversa natura,* 
sommate 1* una l'altra , o sottratte if mia dall’altra , ♦* 
quindi si abbia per le póc’ anzi dette ,> è 

la somma / ■ — |— J rz a _r -}— fin’ jr* 

il residuo -p lo^x — bb'jr 

Ed ecco già una delle principali differenze tra le ope-« 
razioni aritmetiche, e le algebriche: l'aritmetica non può 
istituir somma e sottrazione , che tra quantità numeriche.* 
rapportate alla stessa uni là o ad u ni là correla lire, e quindi * 
tra quantità simili ; mentre I' algebra estende tali upe* : 
razioni anche alle quautità dissimili ; il che la , cime 
solamente questa sia suscettiva di espressioni quantitati- 
ve polinomie , mentre la prima non riconosce^ ehe z 
lamento monoroj ; poiché a tale stato riduce sempre 
un numero qualunque di quantità simili le contra- 
zione. - . . i .• : » 
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5o. L’ altra esscnzial differenza tra il calcolo arit- 
melico; e 1’ algpl>ricq consiste nel d?r quello 1’ effettivo 
risultamento delle operazioni elle cimi es*o si cercava- 
no, mentre questo non fa altro , clic indicate in pro- 
I petto do Operazioni a ai Un (.lidie da eseguirsi per otte- 
ner quel risultamento , .'allorché le quantità letterali si 
cankiaMO'o in numqtùche. Cosi per esempio l’ espres- 
sione ìtt'x non é gì* il valore enunciativo del prodotto 
de’ tre fattori, cioè di 3, del quadrato di a , e 
di x , ma una semplice indicazione di tal prodotto , 
il quale si otterrebbe solamente allorché dando ad a ed 
* i valori numerici, si eseguisse il quadrato di a , e 
poi si multiplicasse per 3 e pel numero clic vien rappre- 
sentato dalla x. Cosi che è manifesta la differenza tra 
il risultamento di una bperazione aritmet'ca , e quello 
di simile operazione algebrici ; poiché il primo ndn* 
è che individuale o appartenente ad , un sola di tali 
operazioni , mentre 1’ altro è universale , e compren- 
de tutti gli altri rasi analoghi. a 

5 i . Inoltre é anche chiaro , che ne’ risulta menti 
aritmetici non si possa scorger la via per la quale vi si 
è pervenuto; e quando anche questa si sappia, signo- 
re pure da quali dati si è partito 5 mcntèe e quella , e 
questi evidentemente si mostrauo ne -1 risili Laiqeuli dal 
calcolo algebrico , vedendosi come in un quadro e la 
natura delle operazioni che In bisognato effettuare per 
Ottenerlo, e le quantità ohe vi hanno servito di base* 
Goti, per esempio, ritrovandosi il numero 36 per risul- 
tamento di un calcolo aritmetico , non si può- da esso 
discernere con quante e quali operazioni siasi esso otte- 
nuto , avendo pollilo derivare ugualmente, por somma, 
per residuo , per prodotto , per quoziente ec. o da 
queste operazioni in qualunque modo conili ina te insie- 
me, e ciò in influiti modi diversi ; il che, quando anche 

f 

f* 
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fossero note le specie di operazioni die lo hanno pro- 
dotto , ci lascerebbe tuttavia nell’ oscurità degli elemen- 
ti donde si è partito ; ma al contrario l’ espressione 
3 ax algebrica fa intuitivamente conoscere ad ognuno , 
eh’ essa risulta dal prodotto del quadrato di a per la 
x preso 3 volte. E ciò basta per ora sul presente 
argomento. 
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4* Elementi. 

CAP. V. 

<• 

Del Calcolo Algebrico. 

« 

5a. In questo Capitolo ove imprendo a trattare 
del calcolo Algebrico , comprenderò nelle principali 
operaiioni diverse di tal calcolo , le quantità in gene- 
rale razionali o irrazionali , intere o fratte. E queste 
principali operazioni , sono , come nell' Aritmetica 
Volgare , la Somma , la Sottrazione , la Moltiplicazione 
e la Divisione , delle quali eccone parti temente l' an- 
damento. 


Della Somma , e Sottrazione. 


53. Per ciò che spetta alla somma , e sottrazione 
delle quantità algebriche non v’é alcuna regola a stabi- 
lire , rilevandosi dal n.° 38. che la somma delle alge- 
briche espressioni si ottiene col disporle 1’ una dopo l’ 
altra col proprio loro segno, ed eseguendo poi la con- 
trazione tra i termini simili , se mai ve ne sono : e 
che la Sottrazione non è altro , che una somma dell* 
quantità da sottrarsi col segno cambiato , all* altra don- 
de si vuol essa sottrarre. Sicché basterà per tali due 
operazioni il recar qui il seguente 
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Esempio. 


3a\r — 7^V*+4x\/r — 5/V* 

*sr“ { ,^-s »> + 1 -6,-^ 

. iy 


Som. di esse 3a'x-{-iia , x*—v»b i y t -^~Hx^jr-\-~—lijr\/x 

■ 

Resici, eh « si I 


Resici, cht si L " j. 

douTZ- Oa'x-.a**’- a/,y + 4xVr--+ W* 

/a i. f y,r 


54. Ove è da ne (••si solamente, «he i quarti ter* 
mini delle espressioni date, i quali contengono per 
fattori quantità radinoli sono simili , sebbene non 1’ 
apparissero a prima vista , per essere quello ^rlla se- 
conda di esse snccetlivo di rìducimeulo -, ha però bi- 
sognato eseguirvi prima una tale operazione , e poi la 
contrazione. 

55. Chi volesse poi convincersi della genuinità di 
quei residuo, anche partendo dall’ ordinarti unzione 
che di esso si ha , cioè che debba la somma del me. 
destino , e del sottraendo produrre il minuendo, troverà 
ciò vero effettuando tal somma. 

56. Allorché però nelle espressioni proposte pier 
la Somma , o per la Sottrazione vi sono de' fritti ; i 
risul'amer.ti di tali operazioni sono ancora suscettivi di 
riducimeato ; del òhe tratteremo dopo di aver esposte le 
Tegole per la Multiplicasione , e per la Divisione delle 
quantità algebriche in generale. 


» 
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Delle M ulti plica zioue. v 

S’j. In primo luogo sia proposto a moltiplicare 
il monomio m.tifx'l 

per V altro n.l r y* . . , - 

ove <n T n , p , q, r, t dinotino qualunque numeri ra- 
zionali. Egli è chiaro dal n. 17 . che il prodotto cerca- 
to sia 

mn.afb r x^y t 

Ciò posto , passiamo ad esaminare particolarmente 
le diverse forme che prende tal prodotto , secon- 
do i segni e la qualità intera 0 fratta degli esponete- 
ti p, % </, f. 

58. Primieramente si» negative l’ esponente q , 

sicché quel primo fattore si trasmuti nel fratto > 

è chiaro che fi prodotto di sopra indicato prenderà in 
questo caso la forma 

mn.atb'y* 


• t • . • . 

donde si rileva, che: Un monomio frazionario si mol- 
tiplica per un altro monomio inttro , mulliplicando il 
numeratore del fratto per V intero , e ritenendo pel 
prodotto quello stesso denominatore , che apparteneva al 
fratto dal?, j . , , ... t 

5g. Ed essendo negativo anche l'esponente t della 
eli’ altro fattore , sicché questo si riduca ad 


y nell’ 


n.k r 
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quel prodotto da prima ottani lo;, difairà della forma . 

1 mn.a<’b r , - -» ’ •• • »» 

die dimostra , clic : Due monoirj frnzirnnrj si ìnuVi- 
plicano Ira laro , muli i/d ioti r.d<^ ira laro i numeratori, 
e tra loro anche i Jer.omimulo(ìy 

60. die se l’esponente q della x fosse stato un 
fratto, per esempio -J-j stuellò .quel primo fittole si 

cambi in ..... 

, . ' • ’■> ■' 

m.aF V * 1 * ■•(»?) 

il prodotto A*'«C]u'a espresso preftderl anch’ esso la 
forma t * f '* 

. u i V'I . ' " .» . 

dalla quale si rileva , che : fin monomio razionale si 
muliiplica per, un altro monomio radicale , m uhi fipic a ri- 
do il cofficienie di questo , cioè la quantità eli i fuori 
del segno radicale , per quel primo monomio. 

61. E supponendo inoltre, die sia anche frazio- 
nario l’ esponente t , ed espressa, da J-, sicché il fattore 
ove condensi la y* sia della forma 

n.lfy/y . \ 

in tal caso il prodotto sarà della forma 

mn.arhr \'* % \y * ’ *• - 

Ov’ è da avvertirsi , che siccome i due fattori 

« . V»‘ e - \[y ; 

‘ « e £ e , • C- < ,ì , : > . 

corrispondono « » ‘ed <■ y . , * 

ossia ^ «. ed y , 

ri due ondo que' primi esponenti froaicnarj allo stesso 


46 Euiiiin 

denominatore , e perciò trasmutandoli di bel nuovo ne* 
corrispondenti radicali , a . ’’ 

s • 

V * 4 ® V/ 

I ' 

' * 1 

il cui prodotto è ( 3 1) i perciò quel prodotto già 

indicato di sopra diverrà 

- mn.aPl/sJ m*j 1 

Cioè a dire , che : Due monomj radicali ti multiplicà- 
na tra loro , riducendo prima que' radicali allo stesso 
indice , e poi moltiplicando tra lor^i coefficienti di 
questi , ed anche tra loro le quantità sotto a' segni de' 
medesimi radicali. 

63. E per la riduzione de' due radicali al medesi- 
mo indice ; lo stesso che ti è qui sopra operato (61) ne 
mostra, che la regola per eseguirla sia la seguente, cioè : Si 
prenda per indice comune de' radicali ridotti il prodotto de' 
radicali da ridursi , e si ponga sotto al segno di ciascun di 
quelli la quantità che v' era nel corrispondente radicale 
da ridursi , elevala alla polenta dinotata dall' indice 
dell' altro. 

' Così i radicali ridetti da' due 

\faf e y/H 

sono i seguenti altri 

»n *** , 

\/af ' e W" 

63 . E per 1 ’ uso più esatto della presente regola 
conviene anche avvertire , che qualora l' indice di un 
radicale fosse esatto divisore dell’ esponente dell’altro , 
quella riduzione si esegue più convenevolmente multi - 
pi ira mio l' indice del radicale di minor grado pel quo- 
ziente che si ha dividendo per questo rimétte deW altro, 
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ed. elevando nel tempo stesso alla patema dinotata da! 
quoziente poc'anzi detto la grandezza sotto al segno di 
quel primo radicale. E ciò facilmente si rileva da n.° 
prec. combinato con 1’ ordinaria teorica delia riduzio- 
ne de' fratti allo stesso nome , quando il denominato- 
re dell’ uno sia esalto divisore di quello dell’altro. 

Cosi i radicali ridotti ila’ due 

3 s 

\a‘ c \V 

6 6 

saranno \/a* e \/ò s 

6 f. Che se i fattori proposti fossero nel tempo 
stesso radicali e frazionar) , si otterrà il prodotto, coui' 
è di per se chiaro , combinando insieme le regole date 
ne’ numeri precedenti. Sicché pel caso della multipli- 
cazione de’ monnrnj non resta altro a considerare. 

65 . Suppongasi ora clic sia polinomio l'un de" iìit- 
tori ; risulterà il prodotto di esso per l'altro iatture 
monomio, dalla somma de’ prjdotli parziali di tutl’i ter- 
mini di quel polinomio per questo monomio ; ed una 
tale operazione rientrerà perciò nel caso precedente 5 
come lo mostra il seguente esempio 

Fattori j 4*V+5V* -1 

( '*u'y 

Prodotto Ga^xy — Bn’/> j-’-f- 1 oa'y^x* 

66. Finalmente essendo rolinomj ambo i fatimi , 
risulterà il prodotto , com' è chiaro , dalla somma de' 
prodotti di un di essi per ciascun tcrmiue dell' altro , 
del che eccune un esempio 


4B 


klemkjit i 


Fi: /turi 


1 3a’jr — {A'y-f- 5 \/.r’ 

' -f«V> 


Prod. pars. S<3a**r-~ 8 «’*V+io a*y\fx* 

f — l za'qx \fy- f- 1 6b*qjr\fy — loq\t 

Prod totale 6a V— ?«^y+. 0 «VV*'— 

-f itìi’ty-V ^ — loq\^ x‘ i y i 


67. Ov’ è da osservarsi , die sebbene sia arbitraria 
In maniera di disporre i prodotti parziali , pure con- 
fi risce in alcuni casi alla contrazione , il diporre que’ 
tali prodotti in modo che i termini simili si corrispon- 
dano in una stessa linea verticale 


FiUlori j »— /’ 

Prod. par:, j “ +"£_*, 

Prod.lota.le a % ' — b x 


tifi. E questo risultamento ne mostra per intuizio- 
no , che : Moltiplicandosi la somma di due numeri, per 
la loro differenza , si ottiene la differenza de ’ quadrati 
di que' numeri stessi. 

69. E per questi due precedenti casi della molti- 
plicazione conviene avvertire, che ove avvenga, che 
uno de' fattori , o pur tutti due sieno quantità frazio- 
narie , o pur radicali , si dovrà alle regole in essi da- 
te per prendere il prodotto , accoppiar quella stabilita 
nel primo caso relativamente a tali specie di quantità; 
le quali regole sebbene ivi stabilite spcialmente pe’ 
monomj , pure ognun rileva facilmente, che niente 
impedendo perchè ciascuna di quelle lettere che ivi 
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indicava nn monomio , o un suo fattore , rappreseuta*- 
•e un polinomio qualunque , si possono p<*ció esse 
*d ogni specie di polin -mj algebrici rsteuilere. Ed 
i «eguenti csirnpj mostreranno in prospetto 1’ uso della 
medesime 

(3o*x— 4iV) x -". y+ '' q — C^" ,J — 4' ,s .r) X t?) 

6u*x*js— - 8/< > r y*-|- i ìa’qx— 16 b l qf 

3'n’-f-4 ra * 

3a ' T — x __ (3a\r— /jAV) X r-.rv-4-ly) 

“ *•-. X ( 4<w*+<*»' ) 

A 6 o> a jr-— — 1 6 //y 

(3a*x__4 X3^ V(» V+4 ?) = (9«‘^— 4* V) V^ 2 4?) 

— 9°’ X V (ax.H-4 <;)— 4 '-Ir * V(-»xy +-4?) 

( 3a*x— 4i J vO') X VV( 2 *y+4<? ) = 9 a ‘ T ^V ( «f.M-4?) 

— 1 *b s jr V( aj y*+4^ <yj 



jo. Vogliasi ora dividere il monomio 
, in.u*x9 pet'i altro M n.lfj* : 

•ve similmente sìeno m, n,p, q , r, / numeri qua- 
lùnque positivi o negativi , interi , o fratti ; il quozien- 
te verrà espresso dal fratto 

m-nfr 1 ’ ’ ' " 

(i«) ( 1 . • • V* 


•wia 


m ar x 9 

s 

^ a ' - 
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n\. Or suppongasi, che l' esponènte q s>« negati- 
lo, sicfhè^ il dividendo m.ar*-?t si camb) nel frat- 

to — -■ ) il quoziente poc’anzi ottenuto si trasmuterà 

•neh’ esso nelf altro 

m af 
~n ' ìr*p 

dal quale si rileva , che : Per dividere un fratto per 

un intero , bisogna multiplicare per quell' intero il de- 
nominatore del fratto. . , 

7*. Che se fosse anche rtegativo^il t , sicché il ,, 
divisore proposto sia anche frazionario , ed espresso- 

^ ^ Il 

dà il quoaJcnte sarebbe i cambiato in 


• m > 
\S 


m a? 


« V 

* T 


•d introducendo nel numeratore e. denominatore di tal 
fr.ilto il l'ultore f, il che nqu alierà il suo valore (19), 
•sso diverrà 

m 0 év 1 

n ' J /~ x 7 ' 

• •/. 

donde si rileva, che: // quoziente di un fratto per un 
altro , corrisponde al prodotto Jel primo per lo secondo 
rovescialo. 

7 1. Che se il q sia frazionario, ed espresso da ‘ , 
• ’l t anche frazionario , ed espresso da j ; sicché le 
■^pressioni proposte a dividersi sicup della forma 


. -, 

"~m.av \j*' 

ed 

n.br\’y 

• pur» 

m.av\js* 

<1 

cd 

n.b r \/y 
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ii ■ 


m a? yT ^ \ 

i n b 1 f * < * 

O ' 

donde si lia la regola p{*fr dividere due ìnonomj radi - 4 
cali, che consiste in: dividere ira loro i coefficienti, » 
ira loro le grandezze sotto de' segni radicali, ridotti prima 
questi alt indice stesso (36). Ed una tal regola combinata' 
con la precedente , darebbe l’ altra pel caso che fos- 
sero nel tempo stesso radicali e frazionar} i termini 
datfl ‘ . io 

7 }. E non è fùor di proposito di qui avvertire , 
che tutte le precedenti ' regole jft-r la divisione de’ mo - 1 
nona} algebrici', avrebbonsi potuto anche rilevar^ da 
quelle già date per la multiplicazione , partendo dal ' 
principio , che il quoziente debba essere tal quantità , 
che multi plicata pel divisore produca il dividendo. E 
da questo stesso principici è fàcile il rilevare , che la 
regola per dividere un jmlinomio per un monomio si 
è quella di dividere ciascun termine di quel polomio 
per tal monomio. 

jS. E dal principio stesso ricaveremo ora la 
regola per la divisione di un polinomio ,'per un 
•Uro. * 

Sia dunque A-}-B-}-C-J-ec. un polinomio da iuuT- 
tiplicarsi per l’altro M-fN-if-cc. Egli è chiaro dal 

n.° 66., che il prodotto cercato debba costare de’ se- 
guenti prodotti parziali, cioè 

• * * t ’ , • » »• I * '•'l* 

4. « A X ( M-jfS-f'fC, ) . • - ; 

f*r. " « * B X ■( ) 

C X ( M+N+ec; )■ - >* 

V quati, prodotti parziali. »} rileya . per in Udizione* **" 


E L'B V \ * T t • 

Ae 1 ’ A temine dell* un fattore , entra per multi plica* 
tore in *1011’ i termini dell’altro ;'e similmente il B , 
e ’l C. Adunque volendo dividersi quel prodotto total* 
pel fattore A-f-B-f-C-f-ee. ; se si prenda in quello un ter- 
mine qualunque che sia divisibile per A ; il quoziente 
dovrà essere un de’ termini dell' altro fattore , per esem- 
pio , Mj e questo multiplicato per -l’intero divisore 
A-f-B-f-C-f-ee. dovrà avere nel dividendo proposto 
tre termini di rincontro , co’ quali si dovrà per- 
ciò distruggere sottraendo quello da questo , a me- 
no c.be la contrazione non ne avesse fallo scompari- N 
re taluno in quel dividendo , nel qual caso la pre- 
aente sottrazione vel restituirebbe . Iti seguito della 
Cuora descritta operazione dovranno nel residuo eh» 

•i ottiene sparire tutt’ i termini che contenevano la 
M ; che perciò preso in questo un termine divisi- 
bile per quello stesso A de} divisore , ed eseguita la 
divisione di quel temine per questo , si avrà un altro 
quoziente N, che similmente multiplicato per l’intero, 
divisore A-}-B-J-C-}-ec. dovrà trovare in quel residuo di 
poc’ anzi , che ha fatto da dividendo , altrettanti ter- 
mini di rincontro, co' quali sì distruggerà per la sot- 
trazione, dando luogo ad un nuovo residuo , in cui 
non dovrà trovarvisi né men per fattore la N ; e cosi 
in seguito. . 

jG. É facile il rilevare dal già detto, che la divisione 
non possa tentarsi , che i>el solo caso , che sienvi lette- 
re comuni al dividendo ed al divisore ; e che l’ opeia- 
fcioue incominciata si arresterà quando ciò comincia a 
non aver più luogo. Sicché dopo le cose esposte nel 
precedente numero , potrà stalli. irsi per tale operazio- 
ne la Seguente regola . ’ 

4 ■ Per eseguirsi la divisione di un Polinomio per un 

sdirò , si ordini il dividendo é 'l divisore per t apporto 

- *• « 


% 
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md uria fletta lettera (“) e poi ti divida il primo termini 
del, dividendo per lo primo del divisore , ilquótienle che 
ei'ha si mulliplichi per V intero divisore , e'I prodotto che 
ei ottiene si sull regga dal dividendo. Indi ordinato il resi » 
duo per la stessa lettera , s i continui la divisione nome 
poc' anzi , finché o si abbia per ultimo residuo il zero , 
il che dinoterà che quel divisore era effettivamente un 
fattore del dividendo , l' altro de' quali vien dinotalo dal 
quoziente ; o pure si pervenga a tal residuo , che non 
possa più continuarsi la divisione , del qual caso ragio- 
neremo di qpì a poco nel seguente Capitolo. 

y. Per ora supporremo ne’ seguenti due esempj 
aver luogo il primo de’ suddetti oasi 

Divisore * Dividendo 

5a* — aa’fc-f-4' 1 *^’ — aaci'i-f - 1 aa 6 & 3 — 6u 4 i 5 — 

Q. a 5 — ^a'b-\-ab l Sa * — ?.«*/>-(- 4 ,l> b* 

i. Re*. — aoa‘/>-p 8a‘A’— fia*/,’— 4a*M+8a*i‘ 
» — aou e A-j- 8a‘A* — i6a 4 Z> 3 — 

s. Res. " ' " " 4-io^/- s — 4-/V-4-8o’i‘ 

+ 1 oa'b'—l/b* -j- Sa'b 1 

3. Res. o o o 

he espressioni date si sono ordinate per rapporto alla 
lettera a , e la divisione si nel dividendo proposto , 


(*) Cio£ si dispongano i termini dell' ano c 4*11' altra hm^ 
f|i «(ponenti di gucata lentia. 

<V 
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elie in ciacun de’ residui si è sempre fatta pel termi- 


Divisore 

Dividendo 

1 b' 

a*—b* 

-Jj; 

Quoz. a' -\-a' b-\~ab‘ -\-b ì 

I. Ree. 

0 “■ a 0 

+a 5 h—b * 
a>6* 

, a. A?j. 

i . .-v 

+a’f>* — M 
«A* 

3. *es. 

-f-a£ s — -A* 
4-af> 5 — A* 

4- 

O « 


— =>«» jficcawa— . 



6 
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CAP. VI. 


Conseguenze che tragconsi dai. precedente Capitolo 


PER LA RIDUZIONE DE FRATTI. 


i- » '• c* ' 


P+O PO 

78. Essendo + y- (j 4 ) *» vede che': 

Tutte le volte che i incontrano nel calcolo fratti dellS 
fletto denominalorè , la loro tomma , e 'l retiduo di 
etti te eran due ", ti ottiene col sommare o sottrarr » i 
loro numeratori conservandovi quel denominatore co- 
mune. 

79. Or tutti i fratti che non hanno un comune deno- 
minatore, sono suscettivi di averlo; e per conseguenza nel 
sommarli insieme , o nel sottrarre l' un dall’ altro , 
potrà sempre aver luogo là sopraddetta riduzione di 

fratti. Di fatti sicno — e i fratti proposti : si po- 
\ ^ x ' ' 

trà inserire nel numeratore e denominatore del primo 
il fattore Q dinotato dal denominatore dell' altro frat- 
to , senza che si alteri il valore di quello (ag) ; e vice- 
versa si potrà inserire nel numeratore e denominatore 
del secondo fratto il fattore N dinotato dal denomi»- 
natore del primo , 'senza alterare il valore di questo 
secondo fratto. Ed è poi chiaro , che per tale operato 
i due fratti che si otterranno , avranno per comune 
denominatore il .prodotto de’ denominatori de' fratti 

a 1,1 • mq PN . . 

dati ; e che saranno 1 seguenti — — , — -. Aduncrue e- 

,JNQ NQ - 1 

stendendo mano mano questa riduzione At più fratti 
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dati , e deducendone la regola generale per eseguirla ; 
farà questa la segucute. ^ , 

80. Per ridurre due o più fratti di diverto deno- 
minatore ad altrettanti dello stesso denominatore , ed uguali 
rispettivamente a' proposti ; bisogna prendere per comune 
denominatore de' fratti ridotti il prodotto de' denomina- 
tori de fratti dati ; e'I numeratore di ognun di questi 
tara espresso dal prodallo del numeratore del fratto dato 
corrisjìondenle ad esso pe' denominatori di tutti gli altri 
fratti dati. 

Casi se fossero dati i fratti 

M P R 

IV ^) ' S 

Ì loro corrispondenti (ratti ridotti saranno^ ^ 

* MQS P\j> BNQ "* 

JVt^o i\^S ISt^ó 

81. Che se i fratti ridotti fossero stati della se» 

MQ V 

P -r- 

Q 

primo tien ppr fattore quello dell’altro, è chiaro che 
per ridurli allo stesso denominatore basterà semplice- 
inerite il moltiplicare i termini del secondo fratto pel 
quoziente N che si ha divideudo il denominatore NQ 
per 1 * altro Q. 

, 8a. E s’intende poi facilmente, che ‘"colendo ri- 

durre un inte.ro allo stesso denominatore di un fratto , 
bisognerà mulliplicare I’ intero per quel de nomi nitore; 
ncche volendo sommare insieme quell'intero e’I fratto 
o pur sottrarre 1’ un di es*ii dall’ altro , si perverrà a 
.questo risultameli?* dopo di aver eseguita la poc’ anzi 
detta riduzione. 1 4 

p 

Cosi l'intero M e’I fratto presi insieme torri» 


gnente forma -y-yy e — , ne’ quali il denominatore del 


S 


Diqilizeo Dy Coogle 


/ 


DELL 


spomlouo all' espressione 


A I, r. n « i. 

MQ-fP 


. Ed al contrario se 


si fosse ottenuto ih seguilo di una calcolazione una 
espressione della forma poc’ anzi detta ; eseguendo la x 
divisione del numeratore per lo denominatore finché è 
possibile (7(3) si tornerebbe ad avere l’intero IVI, e il 

-t - p » 

fratto E ciò serve di complemento a quello che 

V 

fu detto intorno alla divisione nel n. 7G. ; facendo 
vedere , che tutte le volte , che la divisione dopo es- 
sersi continuata fino ad imi certo segno , viene ad ar- 
restarsi , ciò dinota , che il dividendo era una espres- 
sione la quale risultava dal ri duci mento di un intero e 
ratto tutto a fratto : che perciò si completerà 1' espres- 
sione equivalente a tal divisione, cioè ( al quoziente di 
.essa , aggiungendo a quello di già attenuto la frazione 
elio ha per numeratore il residuo di quella divisione , 

£ per denominatore il divisore proposto. 

83 . Or posto clic non si altera il valore eli un fratto 
distruggendo ne’ suoi termini i fattori comuni , se ve 
qe sieno, sebbene ognun comprende che per tale ope- 
razione esso si renda più semplice ; si vede perciò 
chiaramente , che esso prenderà la forma semplicissima 

di cui è suscettivo , allorché sieusi a dirittura distrut ti 

. .... 

tutti i fattori comuui a’ suoi termini ; cioè quando' il suo • 
numeratore c denominatore siensi divisi pel prode Ito • 
di tutti i fattori che loro sono comuni , il qual pro- 
dotto dicesi Massimo cornuti divisore : che perciò la ri- '* 

’ cerca di questo massimo camini divisore è di estrema 
importanza nel calcolò algebrico ; poiché per mezzo di 
essa talune espressioni frazionarie possonsi presentare 
neì calcolo' in forma semplicissima ; il' che è di non 
0 poca importama Ad ottenersi. -Ed in generale’ qui av- 
vertiremo di passaggio , clic non conviene mai nel 
.» • vit t ■*■•» .v a. . g 
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calcolo al gel iri co tralasciare di eseguire tutte quell» 
Riduzioni delle quali una forinola è suscettiva , e che 
Dondolio il progresso della calcolazione più semplice. . 

84. La stessa definizione del massimo comun divi- 
sore basta a «osti-are il modo da rinvenirlo nelle quan- 
tità monomio ; poiché è ciliare che si otterrà pren- 
dendo t»tli i fattori comuai ad esse , che sono facili a 
^avvisarsi', e multiplicaiidoli tra loro. Cosi il massimp 
comun divisore tra le quantità H 

ìa‘x' l y O' 1 oaVq 

è evidentemente eh' è il prodotto de fattori 

3',a*,x s comuni a quelle quantità proposte. 

8ù. Nel cR'O poi che le quantità tra le quali si vuole 
il massimo comun divisore fossero polirnonie , i prin- 
cipj‘ su cui è sfondata V anwdctU ricerca sono i se- 
guenti 

’ 86. I. Se una quantità divide esattamente due altre 
quantità deve anche dividere esattamente il residuo della, 
divisione dell' una di quelle per 1' altra. 

Cioè sieùo M, N quelle quantità, ed N dividendo 
RI dia per residuo H ; sia poi. D il divisore comune di 
M ed N ; dovrà esserlo anche di R. 

Imperocché chiamando Q il quoziente della divisione 
di M per N , sarà per la natura di questa operazione. 

M— NO R 

M=\Q-fR ; e quindi M-— NQ— ^ ^ =*- j) * 

Ma il primo quoziente snpponesi esatto ,, poiché le Mi 
ed N sono divihili per D (^4)- Adunque dtivrà essere 
anche esatto il quoziente di R per D. 

E questo principio , come tra poco si vedrà ,. è: 
fondamentale per la ricerca deb massimo comun. divMr 
sore. ... 

87. 11. Npn si altera il cornuti divisore di due yuan* 
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tifò date , 'se V una di esse si mul'iplichi o pur ti divi- 
da per quantità che non sia } attore J l ultra. 

Il qual principio die serve al con’lu iraento' a fine 
dell’operazione per la ricerca del massimo cornuti di- 
visore , è un’ immediata conseguenza de.ia definizione 
idei medesimo. 

Cosi il comun divisore tra le quantità MNQ, MNP 
è MN ; e continua ad esser ta'e introducendo in una 
di esse la X per futlore , e neli’ altri la Y ; sicché 
divengano rispettivamente MNQX , MNl’Y. E conti- 
nuerà pure ad esser lo stesso A 1 N il massimo comun 
divisore, «e in queste quantità si distrugga nella prima 
il fattore Q , e nella seconda 1 ’ altro 1’., sicché diven- 
gano MN.\ , MNY. 

88. Ciò premesso sieno A c B le quantità tra 1 * 
quali si cerchi il massimo comun divisore; e .divisa A 
per B , si abbia per quoziente Q , e per residuo R : 
per cui dividasi B per R , e si abbia di nuovo per 
quoziente Q' e per residuo R' : dovrà lo stessa comun 
•divisore esserlo anche di R ed R / : che perciò dividasi 
R per R', e si abbia il quoziente Q" e ’ì residuo R".j 
dovrà tra questo residuo e ’1 precedente R' esservi an- 
che lo stesso comun divisore .che tra A e B j e cosi 
successivamente. Or se avvenga che quell' ultimo resi- 
•duo R" sia zero, allora il comun divisore tra R, K' 
doveva essere lo stesso R^: ed è fjci.e il compren- 
dere , eh" esso debba essere il massimo che vi sia trn 
quelle grandezze : clic perciò sarebbe questo il massimo 
comun divisore tra A e B. 

89. E dal ragionamento temuto nel precedente 
sumero si ricaverà facilmente -la -seguente 


» 
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* cjo. 7'dtendo il massimo Ho ni un divisore tra due espres- 
sioni da Tv , bisogna dividere l' una di esse per T altra , 
e poi questa pel residua , ed indi questo residuo pel nuo- 
tai 'residua, e così’ sueeessìv.imcntc , fii Lè ottengasi per 
intimo residua il zero, io I qual raso V ultima divisore • 
Stira il imissimo cornuti divisore cercato tia le quantità 
date. 1 ' - < •' • 

f <j i . E se Di il avvenga, riè*' dopo ini certo mime* 
rrfdi Quelle di vis ioni stirdcAive g : if*gltsi ■ a lai residue-, 
elio non pulsa adulto -dividere quello elle lo precede"*- 
sarà questo il sedilo clic le* quantità proposte non ab- 
biano conmn divisore. 

gì. Convii ne avvertire por riguardo alla regola di 
sopri data ,»clm ogni qual volta ,si ravvi?! in uiia dèl- 
ie' espressioni elle fa da dividendo o da tlivisorc un 
qn delie fattore di essa che non lo sia dell’ altra , con- 
verrà' talvolta supprimerlo , per render più semplice 
1’ operazione. Ed al contrario tutte le volte che si os- 
servi che nel cominciar’ qualche mia ■ della' iuceessi- 
vè divisioni , non si possa esattamente dividere il 
primo termine del dividendo pei- lo primo del divisore, 
converrà per tal oggetto introdurre per fa 1 1 ore nel di-» 
vidèndo ipiella quantità chelrende fattibile tal divisio- 
ne. Le quali cose lo mostreranno assai mèglio i se- 
guenti esempj 
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Spiega della: precedente operazione. 


94- I. Si è divisa 1’ una della quantità date ., quella 
iinistra per 1 ' altra a destra., e si è ottenuto per quo- 
ziente t , del quale non si ticn conto , come anche dà' 
seguenti , che perciò 'uon nomineremo ; e per xt- 
iiduo 

•— ca* -J-òca-f-'aò’c-^òf’— se* 

nel quale si è soppresso il fattore c , che non multi- 
plica 1 ’ altra espressione data ( 87 ) , sicché esso è di- 
venuto 

— òc— ac 

;pel quale si è divisa 1 * altra espressione ditta , cioè 
quella a destra; dalia qual divisione n* è •risultato il 11 °. 
Residuo 

éa a -f-afi’ — ò a c — ^ac 

Bèl quale si è suppresso il fattore à , e poi si é per 
esso diviso U precedente residuo , e si -è cosi ottenuto 
par III 0 , residuo 

aòa-j^aò’ — a bc — aac 

aioé, scindendolo in fattori 

1 

4 , 

— ( ac — ‘xb ) («+M 

E suppresso in questa espressione il fattore — (le— -aò)», 

4 i è diviso il secondo residuo per a-\-b. E poiché da 
tal divisione n’ è risultato il residuo sero ; perciò 
il è massimo cornuti divisore cercato.' 
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/ 

95. La presente operazione avrebbe anche potuto 
termiuare dopo ottenuto il II®, residuo, se si fosse al- 
lora riflettuto , che questo poteva scindersi ne’ fattori- 
ab — be ed a-f-b , nel qual caso soppresso il fattore 
ob — bc , si sarebbe trovata esattamente eseguibile la 
divisione del 1 ®. residuo per a-f-ò; e perciò u-j -b si 
sarebbe veduto fin da questo punto essere il massimo 
comun divisore tra le espressioni date. E ciò serve a 
mostrare di, quanta importanza sia ad abbreviare la 
.ricerca del massimo comun divisore il considerar bene 
le quantità su cui si operano le divisioni , per liberare 
a tempo r una di esse da que’ fattori monomj, o polU 
monj , che non affettano 1 ’ altra 

" * \ ^ '* ' 
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cjJ Perla spiega della precedente operazione non 
occorre di fàr notare altro , se non che nella prima ma- 
niera come è stata eseguila , per l' ordinamento dato 

al divisore, essendo risultato il quoziente frazionario si . 

è introdotto nella quantità presa per dividendo il fat- 
re f , «fan (li rendere il quoziente di tal divisione un 
intero; 

Esempio Ql. 

agc—bgc-\-agd—bgd -\-alc~—blc-^-ald — bì d 
cioè ( gC-\~gd-\-lc-$-ld ) ( a — b ) 

ode —dcb-\-a/c — ■fbc-\-ad ì — bd' -\~adf — bdf 

' Or supprimendo il primo fattore del divisore , si tro- 
verebbe ohe la quantità proposte scelta per dividendo 
sarebbe esattamente divisibile per a—b, ciò non ostan- 
te uou sarebbe questo il massimo comun divisore' tra 
le due quantità date , mentre tra quel dividendo e 1' 
altro fattore gc-\-gd-\-lc+ld vi esiste ancora il fattore 
comune c-j-d , che perciò il massimo comun diviso- 
re tra le quantità date sarà ( a — b ) ( c-J-d ) , cioè 
ac-\-cd — bc — bd. E ciò serva di complemento a quanto 
fu detto in fine del n.° § 5 ». , perchè nou si abbia da’ 
giovani al errare. 

1)9. Avvertasi pure che ciò che è stato praticate nel 
to.® 96. riguardo all’ apparecchiare il dividendo nella ri- 
cerca del massimo comun divisore , può tralasciarsi di 
fare, senza che risulti altro inconveniente che quello di 
aver de' fratti nel proseguimento dell’ operazione. Di 
fatti se le espressioni date fossero 

x l -J- 4 ** -+• 5 * — 3 
e — ajr’ -f- 5 * — 3 
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Eseguendo la divisione della prima di esse per la se- 

conila sì ha per quoziente » che mulliplicato pel 

divisore e sottratto tal prodotto dal dividendo , di per 
residuo 



che continuato a dividere per lo stesso divisore, e quin- 
di il suo primo termine per — ax*, si ha per quozien- 
te | , e poi 1’ altro residuo 



ossia — x -f- i suppri menilo in esso il 

fattore $. E dividendo il divisore di poc’anzi per 
quest' ultimo residuo ; dal nuovo residuo zero derivante 
da questa divisione, si rileverà che sia — x-f-i il mas- 
simo comun divisore tra le quantità proposte. 

ioo. E tutte le cose finora dette semltranqu sufficien- 
ti avvertenze per le operazioni a fare nella ricerca del 
.massimo comun divisore : l’ esercìzio poi nelle opera- 
zioni algebriche le immedesimerà nell’ animo de’ giova- 
ni , e gli farà' conoscere senza stento i diversi ripieghi 
che dovranno adoperare secondo la circostanze diverse. 



6 » 


■ • 1 tilii * ni" * 
CAP. VII. 


USO DEILA DITI SI 05 E HELLO SVOLGLMEHTO PI OH FRATTO 

x» SERIE. ^ 


io». Si* il fratto — — , che come è noto dal n. a 18. 

può consi desarsi come il risultamcnto delle divisione di 
a per ò-fc ; ed una tal divisione si esegua come se il 
dividendo rappresentasse un polinomio in cui tutti i 
termini fuorché a si sono distrutti tra loro per 1’ op- 
posizione de' segni ; e quindi adattandovi la Regola 
del n. 76. si avrà 1 * ! • '■ * 

Dìvis. b+c 

- DA’* - ’ ' 

* . j flC 1 

a oc ac x ac 9 1 »•* ■ 

* Q — “ +'~7 — ~+ec. y >• 


b 


b 1 < b • 


Rcs. <!-SC 


,1 : 


II. Aes. 


ih. Res, 


-\-ac* 

b‘ 

-J-flc* ac s 


+ 


ò* b* 
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sull ' illuni, 
per quoziente le successione de' termini . . 
a ac ’ oc* ac * 


69 


(- — < 

» A* Ò J 


A 1 * 


*4" ec. 


che come tra poco vedremo precedono con un» legge 
costante, cioè m modo che ognuno si pnò forma» 
re dal precedente nel modo stesso; e che chiamasi 
Serie. • ‘ ! 1 • 

io». Or la semplice ispezione di quel quoziente 
fa vedere , che il suo primo termine risulta dal divi- 
dere il numeratore a del fratto dato pel primo termi- 

• f ac 

ne b del donominatore : che il secondo termine rr si 

- . 4 . 

Q 

ottiene del primo mult indicandolo per — ■- , cioè pel 

' ■ ' ■ . ■ • b l .y 4-\ 

quoziente della divisiooe del secondo termine di quel 
denominatore pel primo di essi , e cosi mane mano il 

terzo, il quarto termine, ec. si ottengono sempre molti- 

' -J “ .ai : . .« *; 

a C 

plicando il loro precedente già ottenuto per — . 1 se- 
gni poi di que’ termini del quoziente si vanno alter- 
nando da -f- in — , Or die il secondo termine del bi- 
nomio divisore è positivo , e si sarebbe trovato esser 
essi tutti positivi , se quel secondo termine fosse stato 
negativo. Sicché per tal trrodirsi vede come possa fa- 
cilmente ottenersi quel quoziente, senza nè mono ese- 
guir la divisione.*. r* ,■■»’•.*? 1 f . > k| » , . t 

ie3, Or siccome fi, dividendo , nell’operazione di 
sopra efiqlUtaU » e poi ciasoun residuo, che £* tempre 
da dividendo > è un monomio , e che il divisore è un 
binomio , e pei ciò anche tale è il prodótto di ès- 
ito per Ogni «quoziente parziale , che deve sottrarti dal 
•orrilspp udente dividendo, -ne segue perciò y. dèe di 


yfc . ' > 'I t < rfE >44 «> . ' 
tal prodotta distruggendosene con la sottrazione dal 

corrispondente dividendo va solo termine , ne deliba 
restar sempre per < residua un altro 4 onci’ è che tal 
divisione non si arresterà mai 4 sicché quella serie di 
quozienti progredirà all' infinito; il che ha fetto dare 
V questo sviluppo del frutto la denominazione di divi* 
ti»iu nW ù/finUfi. •v . , , 

104. Ed è pure facile a rilevarsi , clié se quel 

Trattò pel qnalé ' itiertllplicàttdò*! ciascun ‘termine 

del quoziente, si ottiene i’a’iro seguenle , sia un fratto 
vero , allora ciascun termine del quoziente diver- 
rà sempre minore del precedente 4 e la. serie espri- 
mente quel quoziente si dirà convergente. Che se 
al contrario quel m (duplicatore costante sij» un frat- 
to spurio o un intero , que’ termini andranno sem- 
pre crescendo, e la serie si dirà di vera-ente. Ed è 
pur chiamo , - che tanto più convergente diverrà quella 

• , * » .* 1 ' 

serie , quanto più piccolo diventi quel fratto — • 

v *»* . f * ■ ■ 1 5 , • . * 

10 5 . Ciò posto, supponghiamo che a=ò— x=zt , 

sicché il fratto proposto sia in questo caso j 

ìu tal caso qnello sviluppo del fratto si Cambierà in 

,t s 1 + t -* 4 •+■ 1 — oc. 


ori (perle si vede , che arrestando la serie «d uu numero 

pari di termini , si ha per loro somma o , e se di essi se 
ne prenda un ninnerò impari, il muiUmentn sarà -f- 1 : 
che perciò non si vede a prima vista come possa quel- 
lo sviluppo rapprcsentarp il fruito -j- dal quale é nato. 

Ma se riflettasi , che dopo qualsivoglia numero di quo- 
zienti ottenuti per mezzo della divisione di 1 per 1-4-1 


__ * 
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vi reità sempre un residuo +. » , eoi segno — se < 
quozienti erario di numero impari , ■ 4. se pari ; e che 
volendo arrestar la divisione , conviene aggiungere a 
quel, quoziente il fratto di quest' ultimo residuo pel 
divisore i-f-* > cioè ZfT £ ; -si resterà subito' convin- 
to , che per tal modo lo sviluppo di sopra recato pa- 
reggi effettivamente cioc.il fratto prposto. 

io 5 . Or suppongasi esser l'a=ì=i, e ’1 c= — 1 , 
sicché il fratto proposto diventi ~ , e ’1 suo sviluppo sia 

i-t-i + ' + > + « + ' + > + *+<*• 
all’ infinito , cioè l’ infinito stesso, tale essendo il risul- 
tamenlo della somma continuata di un’ otiilà che non 
si arresta mii ; che perciò si vede che la rappre- 
sentazione dell’ infinito può effettuarsi per mezzo del- 
l' unità, o di qualunque grandezza M divisa pel ze- 
ro , Ma su questa nozione , ielle qui è fuori luo- 
go , riverremo iu appresso , per farla meglio com- 
prendere. 

lòy. Finalmente sia u— />— 1 , e c~ sicché 

1 1 

il fi-atto proposto sia — — — = — =5» ; e lo tvilup- 

. » — r i 

p>o di esso venghi rappresentato da 
t 1 1 1 

» + — I 1 1 h «• 

4 8 16 3 a 

in cui ciascun termine , come si vede è metà del pre- 
cedente , ed è maggiore di tutti i seguenti termini all' 
infinito , della qual considerazione dovremo valerci al- 
trove , sicché non si debba giudicar fuor di proposito 
di averla qnl stabilita. 

208. Polrebbesi anche per mezzo dell* divisione 



f 
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sviluppare in tene infinita ogni fratto nel cui numera- 
tore vi sia almeno un termine di meno che nel denomi- 
natore, e stabilire la legge onde progrediscono i termini 
del quoziente ; ma basti per ora ciò che se n' è esposto 
intorno al presente argomento, sul quale dovremo ri- 
venire in appresso , per trattarlo più generalmente , e 
con maggior estensione. 
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109. Siccome è nostro intendimento , che gli Ele- 
menti di Algebra, che ora diamo, menino per diritta rii 
elle i*?e#et»e che dovremo poi stabilire nell' lutrodli- 
zionc all’ Analisi degl’ Infiniti che forma il III. Volu- 
me presente Corso } così abbiamo stimato non fuor 
di proposito di abbozzar .qui i principi generali della 
teoria delle frazioni continue , che ivi poi avremo oc- 
casione di ripigliare e . germinare. Nè questa Idea di 
trattar delle frazioni continue , per la parte loro ele- 
mentare , nell’ Algebra de’ Finiti è ritrova ; ma essa 
troVasi adottata in quasi tutte le migliori Istituzioni di 
Sommi Analisti "Moderni. Ad ogui modo ci saremo ab- 
bastanza. giustificali per avervela introdotta , quando 
noni la lascCremo senza applicazioni iu; appresso itfll 
presente T ruttato. 

'•C l. _V , 1 f *«'%>’ <• ■« •; '■ .V- il ** 

ito. Sia il fratto vero — ed in esso si divi- 

»' 1 • , • -e 

da pel numeratore m -ciascuno de’ suoi termini , gi 
avrà ■» — - 

, 1 1 


v r 


m 


Ove — essendo un frafto spurio , eia perciò uguale 


10 
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a q -f S- . Eseguendo la diviiione , sari 

iti 


9 + r 


m 

Similmente dividendo nel fratto — ciascun de’ termi- 

m 

r L 1 ’ 

ni per r , sarà — r= m = /-f-r', supponendo eh* 
r r 

la m divisa per la r dia per quoziente tf, • per re* 
siduo / ; ond’è che si avrà 


9 + 1 

7 + ' 

r . / 

r 


E continuando la stessa operazione sul fratto — , cbia- 

A - V . ' 

mi ado q" il nuovo quoziente , ed V* il nuovo resi- 
duo, si avrebbe 

m ì 


9 + 1 

9' + 1 

7+^ 


e così in seguito. 


nOigiti^ecHàf^oogle 
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ili. Or ogni specie di espressione frazionari» dì 
questa fatta, o anche più generale 

a r > 

9 + b 

l'+* 

9" + à 



9"" 

nella quale espressamente il denominatori della prima 
quantità intera è un binomio di una parte intera e di 
un’ altra frazionaria , la quale anch’ essa costa di una 
p-irle intera e di un’altra frazionaria, e cosi in segui- 
to , si dice Fraxione continua. 

1 la. Noi qui non considereremo che semplicemente 
le frazioni continue della prima forma di sopra esibì t^ j 
poiché quelle sole occorrono frequentemente nell’ Ana- 
lisi , ed anche perchè dalle ricerche che si stabilisco- 
no su questo caso particolare, è fàcil cosa il passare <1 
quello più generale. 

1 13 . È facile il comprendere , che se invece di 
prendere per <j , <f , cf' , <f" ec. i massimi numeri 

interi contenuti ne’ fratti — , — , T -j- , ec. si fo»- 

m r r r * 

se preso per ognun di essi il numero di un 1 uniti 
maggiore , « quindi il primo a superale quc’ fratti 
stessi , allora i residui delle divisioni , cioè r , r\ r' % 
/" ec. avrebbero dovuti risultar negativi , e la fraud- 
ile continua avrebbe avuta la seguente forma 
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H — 1 r , . 


«" - ‘ 


Ed è pur chiaro ihe prendendo lanini di que* q, q' , 
q" , ij //7 ec. per* difi llo , ed altri per eccelso, risul- 
tcn libere positivi que’ valori de’ q' , q" , q'" ec. coi*- 
corrispondenti a que primi casi, e negativi po’ secon- 
di ; talché se q si era preso maggiore di un' uniti del'* 

' . , 
quoziente fiderò del fratto coraispoudente , 1* ~7} » s*- 

ii • • ' 

Celibe negatno. 

li 4- Dall' and aprente) stesso di una frazione con- 
tinua ri • ulta cbiai aulente , eli' essa offre coutinuameute 
una approssimazione del valore del frjtto ordinario, 
che rappresenta j ppitliù npnsi fa altro, per ottenerlo 
che prendete continu-unente j valori in intero più. 
prossimi a quel fratto proposto , ed alle altre, frazio- 
ni. successive iu cui esso s;, svolge con l’opefazionp in- 
dicata nel n ° no, picchè diviene importi qt,e il cono- 
scere un tal genere di operazioni approssimative delle 
quantità frazionario , e delle irrazionali ancora nome 
si vedrà in appresso, 1’ idea felicissima delle quali de- 
vesi all'Inglese lìrounker , clic il primo te usò per lo 
quadratura de) cerchio (*}. 

> « . ’ V. i 0 i * * * 4 • 


(*) Mortitela — Histoifc des MatematiqHCs Part. iv. Lib yi. 
dc-a. i i . 
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' ' ii5. Dall’ «sposto nel a.* no» si «leva anche ^ 
#lie l’operazione da farsi per lo svolgimento di "un 
fratto ordinario in frazióne continua sia precisamen- 
te la stessa'' che quella' dell» ricerca del • massimo 
cniuun divisore tra il' numeratore e ’1 denominato» 
re del medesimo , tenendo penò precisamente Con» 
tu in quell’ operazione di que’ quozienti q , q' , q" , 
q'" ec. delle successive divisioni che debbo a farsi , i 
quali dinpreszav-ansi nell’altra. 

il 6. Sicché volendo svolgersi in frazione continua il 


fratto — , bisognerà divider^ 

«4 per ii , e sarà 

1 1 per 3 , che darà q 

3 per a , che dà q" — ì 

n * 2 per i , donde si*ha q" / — 'a 

P la frazione cóminua richiesta sarà 


\ 

7=i. 
* =z i, 


r = 3; 

r — a 
-1 

/Ai i ( - 

O, 


1 + l 


^ + 


% 1 + i 

P (la ciò ognuno potrà da se medesimo rilevane la re-, 
gela per lo svolgimento di un fratto ordinario in fra- 
zione continua. ’■ 1 

il?. 'Or siccome neHa ridere* del ma s-sirno» cornuti 
divisore tra due numeri , deve sempre pervenirsi ad 
un residuo»» che divide esall^uiei^e- il precedente > ^jle 




v • l 


(*) Un tal fratto esprìmi! , coni' è noto , il rapporto deU’aja 
<*> ud ccrctao ‘juadróte del diametro f nettunio Ae.lumtdfc. * « 
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quale nell' estremo caso sarè 1’ 1 : perciò sì veda 
chiaramente , che nello svolgimento di un fratto 
ordinario in frazione continua , 1’ operazione debba 
una volta arrestarsi. E di fatti in quella recata nel 
numero precedente essa si è arrestata al quoziente q"\ 
cioè t alla quarta divisione. , 

118. Adunque ogni frazione continua derivante 
da un fratto ordinario deve esser terminata. Non cosi 
di quelle che derivano da quantità irrazionali , che 
come vedremo in appresso sono infinite. 

i iq. Dopo aver considerato il Problema diretto 
di svolgere un fratto ordinario in frazione continua 1 , ci 
resta ora a vedere come si pervenga alla risoluzione 
dell'altro inverso, col quale si propone a ridurre in 
fratto ordinai io una frazione continua proposta. 

Or a prima vista ognun s’ accorge che data una 
frazione continua, tal che quella di poc'anzi 

i 


* + » 

3 -J- i 

* 

limitandosi sino al secondo denominatore , cioè ad ■ , 

i + i 

essa diventi 3 +i ss ~~T \ e che tenendo conto del 

ir 4 

i . * i 

seguente denominatore -j- — essa sia = — — t — 

1 * T > 

1 

^ ", — 4 _ , più prossima al fratto ordinario cercato, 

T 5 

«he non ora la precedente. E volendo introdurre in 
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calcolo anche il seguente denominatore ” , che nel 

nostro caso è I’ ultimo , si vedrà la proposta frazione 

continua corrispondere precisamente ad ^ , come 

1’ era già noto. - i 

lai. Ma per facilitare 1’ operazione poc’ anzi 
esposta del riducimenlo di una frazione continua in 
fratto ordinario, convien determinar la legge onde prò* 
cedono le frazioni volgari provvenute successivamen- 
te da una frazione continua ; poiché allora ottenuta 
quella di un grado , si potrà subito ottenere l’ altra 
del seguente , che é più approssimante della prece- 
dente. 

Per ottener ciò , sia la frazione continua 



a l 

b -f- ì 
c+ i 

d+ 1 

' « 


sarà 



* nò+t 



id by Google 


tifo 

1 f* • 

n -f - 1 
• b 4- t 
c 

. i 


Et e '*t e n t i 


i 

a i 


for-pt 

alh-\-u-\-C 


°+J_ 

A -f - 1 «■ ’ 

c + 1 ... bcd+b+d 

d 


abcd-\-ab-\-ad-\-cd-\^i 

i ’ • - 


6 +t 


c+i , . • 

d-f l , , bcde-\-be-^-de-\-bc-^ì 

e abcJt+ube+adc+cde-ì-ubc+c+a + e 

per le quali frazioni facilmente si ravvisa la seguente 
legge che fa dipendere ciascuua dalle due precedenti 7 

cioè . , 

laa. Ciascun numeratore si o'tìene aggiungendo 
alt 1 antivedente ad e»so il Recedente moltiplicato per 
la lettera o quantità che esprime V ultimo de nomina tb rè 
nella frazione continua da Ridursi. ( 

Cosi alesandosi al__quozienle d , si otterrà fl 
numeratore del fratto corrispondente alla fraziona cou- 
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« 


A> 

\ 

tinua 


t> 4 % v * At ** a 'ter . B a A. 

^ »»• ^ ^ 
> ■ - * V 

<t 4* t " *' ' 


I* 


.. . * i> + \ 

1 — * * 

• i-s •: • ’ •••' ; ■ 

d 

aggiugnendo al numt ratore b dell’ ant! procedente fra- 
zione l'altro bc-+» i dalia precedente moltiplicato per 
d. E la siesta legge avrà luogo per JLa formandone de ’ 
respellivi denominatori. \ ^**4 

»a 3 . Ma pei dimostrar ver i una tal legge generalmen- 
te , passeremo a far vedervi che supponendosi eh’ essa 
abbia luogo litro alia frazione corrispondente ad un certo 
de nomina loca della fiat ione continua, deliba necessaria- 
mente aver anche luogo per la frazione seguenti; c quindi 
p£fr tutte ic frazi oni, fino a quella che si vuole, e eh’ è 
■ l’ttMani. * w ''u *1-4 pò*» 

Sidpjiunque 9, 9', 9", q" 9—", 9"—', 7* 

i denominatori successivi della frazione continua , e 


ti 

• U 

fieno — , 
b 


a‘ * * f er 


b" 


fi 

A"- 


, ^ fva- 


^iopi ..volgari successive prov venute da questa frazione 
continua fi 70 a* rispettivi denominatori 7 , q ec. Si 


avrà (lai) 

* he * ì\ 


-*ì ai h »;»t d »£> 


/> 


h' 


99 / -f • 

q'q"+l 


°Y'+l 


*" rftf'+tf'-H *V'+* 


II 
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E similmente 

a'Y'+'S 

V"~ 


y* 

b"'tj""+b" 

tr-* 





Or io dico che la frazione seguente , che corri- 
sponde alla frazione continua fino al denominatore 9 “ 


cioè 1 ’ — - debba necessariamente essere espressa secon- 
è* 

c*— V-fo*— •" 

do la legge stessa delle precedenti da - 

, è— V-f-o' 


Pi fatti quella frazione penultima , si tra- 


a* 

auto in quest’ ultima — - , 
fi- 


quando sì sostituisca in 

t » •' 


quella in fece di 9 " — ' h <f — ' -J , cbe perciò uri 

< 
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111,1’ Algebra. SI 

( (f—'-ì 'ì a"—" 4- a"—"" 

a* V 7 

~ i . 

( $•— '4 ) 4 *-" 4 - 6 —"' 

9 " 



_ a n — ,f 4* a* w ’ // 

«* 


4 *—"$*—' 4 — «*—"4 -A*-'* 
9 * 

^ i 

o*~'4 a-*-" 

< 7 * 


i’-'-j 4 —" 

9 * 


«spressione cbe consente con la legge di sopra stabili- 
ta , che perciò resta una tal legge generalmente di- 
mostrata. 

125 . Risulta ancora evidentemente dalle anzidetto 
cose , che tutte le frazioni volgari, che pareggiano la 
frazione continua a diversi gradì di essa debbano es- 
sere irriducibili , cioè debbano avere t loro termini 
primi tra loro; potendo solamente non esserlo T ultima 
di quelle , la quale rappresenta l’intera frazione conti- 
nua terminata , nel caso che questa fosse derivata da 
un fratto suscettivo di riducimeuto a minimi ter- 
mini. 

1 26. Col metodo stesso del n.° 1 15 . si potrà ri- 
durre in frazione continua qualunque quantità radicale 

1 


/ 
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purché però essa siasi prima svolta in decimale (*). 
Ma siccome tal* valore in decimali non può essere che 
approssimativo, talché accrescendosi di i l’ultima ci- 
fra del decimale si hanno due limiti tra i quali 
deve trovarsi -il valor' vero dplia quantità proposta , 
bisognerà perciò , per contenersi tra questi limiti, ese- 
guire lo sviluppo in frazione continua sulle due fra- 
zioni clje rappresentano tali limiti, e non prender per 
v termini della frazione continua cercata , che solamente 
quelli che risultano identici in que’ due sviluppi. 

1*7. Cosi se vogliasi svolgere in frazione conti- 
nua V 3 » che ridotto in decimale è r , 4 1 4 a 1 ^ 5 

si vedrà che arrestandosi solo a quattro cifre di quel 
decimale, cioè ad 1 ,4 1 * limili del fratto da svilup- 
parsi cioè della frazione continua corrispondente a \-à 
saranno i, 4>4 <l e 4 , 4^* Or il primo di que’ fratti 
dà la frazione continua 

* + 1' 


3 + » 

. .» 4 1 ■ « * ■ ; , • " — * 

f. ^ 2 *4* -l 

' 3+ -l 

3 + 1 


a • ■ « / *• i- 

9 «*4 * • 

• : » r t - ** *• 

é * * ' ^ ' 2 4 * • ■••• 


e T altro si svolge nella seguente 


1 


(•) E lo stesso potrebbe anche over Ibogo per «sa qualunque 
quagliti di quelle che in appresso considereremo gel Cono di Anali- 
si Sublime , conosciute col nome di trosce nàtali . 
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' t+ l- / 

« a + * 

? + 1 

a -f. i 

4. • * * 

2 + * 

- * ’+ 

le quali due frazioni continue sono differenti tra loro 
nel quinto loro termine ; sicché , se la frazione conti- 
nua .corrispondente a \/a si volesse svolgere al «li là 
del quarto termine , allora non basta arrestare a dìe- 
cimilesimi il • fratto decimale rappreseti tante V a j ma 
bisogna ' svilupparlo oltre. 

ia8. Ma lo sviluppo di un radicale in frazione 
continua si può ancbe ottenere senza aver' biso- 
gno della riduzione di quel radicale in frazione deci- 
male , su di che noi qui ci limiteremo semplicemente a 
quello di \'i, rimettendo altrove il compimento di questa 
ricerca, stimando di aver già detto quanto può per ori ba- 
stare ad un' esatta conoscenza di talune quantità deri- 
vanti dalla divisione, e fuori luogo il dirne «li vantaggio. 

129. Sìa V 2 — *+ — sarà — = Va — i, e quin- 


di x = 


\Za — i 
ora sarebbe V 2552 *-}* 


— - V 2 -bi (68) = a - — ; sicché per 


a +-L 


>; e continuando a sosti- 


tuir sempre per * lo stesso suo valore poc'anzi deter- 
minato , si vedrebbe il V 3 svilupparsi in una frazione 
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continua periodica tal che quella esposta al a. 9 137. 

i 3 o. E volendo tradurre in fratti ordinar) le fra- 
zioni continue di diverso grado esprimenti V* » P er 
ottener cosi diversi gradi di approssimazione di un 
tal radicale , si troverà che essi sieno i seguenti 


cioè — - 


1 1 

1 

5 

12 

a 9 

JO 

J 1 

1 

*— » 

» 

— , ec. 

a 5 

12 

2 9 

7 ° 

169 

3 

7 

*7 

4 » 

99 

239 

j — — , 


"" » 

' » 

— , ec. 

a * 5 

12 

3 9 

no 

169 


le quali frazioni ridotte in diecimilionesime, e paragonate 
col fratto decimale di ugual grado i, 4 i 4 3I 35 = y* 
ranno , 

2 o — • — sz i, 5 oooooo differenza in pii. 


n.® 


— J — s= i,4ooooop 
3 


in meno 


III.® -ÌZ- = t, 4166667 - 

iv.® Jl = .,413791, - 

ir 

~fo~ = , * 4 > 4 3 85 ; - 
VL# ~ l >4»4 3 0.a — 

^•° 4o^ = 1 > 4 l 4 ai£6 — 

vrn.- 1^1 m .,4.4.1!» _ 

nell* ultima cifra decimale . c 


in più 
• in meno 
in pii 
in meno 
in più 1 

in meno , ma 
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i3i. Ed é poi chiaro che la frazione continua i» cui 
ri «viluppi V a non debba mai terminarsi , come 1’ è in 
generale di tutte quelle che derivano da quantità radicali. 
Ma a dimostrar generalmente un tale assuuto noi v’impie- 
gheremo i seguenti uumeri. 

LEMMA. 


i3a. n prodotto di due , tre , o più numeri pri- 
mi non può overe per fattori altri numeri primi di- 
verti da quelli. 


Sieno n, m numeri primi, che diano il prodotto 
nm, di cui si supponga anche fattore il numero primo 
p : dico che p sarà ^necessariamente o uguale ad m , o 
ad n. 


Essendo p un divisore est Irto di mn , sia q il quo- 


ziente di questa divisione , sarà 


mn 

T 



quindi 


— — ; ma essendo n t p numeri primi , la fra- 

pm 


rione i ridotta a’ suoi minimi termini j quindi i 

P ' I 

termini dell* equivalente i o debbono essere uguali 


rispettivamente a quelli delle frazione — , ® rispettiva- 
mente egnal multipli» di questi : ma q non può essere 
Un multiplice di n, poiché numero primo ; adunque gli 
sarà uguale , e perciò anche p ad as. 


1 


v> 


«*.’ ,*•.«« * • * . * t V • . . 

C) Ciò che s’iaMada par muaaie 


à pà noto diB'ArluattMe. 
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Sieno ora tre ì fattoti primi del prodotte mnx , 
cioè m , a , s -, ■ e supponisi benanche esser p uh ny- 

mero primo divisore di mnx K , e sià-' — q , sarà 

•> » e • r Hi 

— — — . Or nel fratto — essendo primi iHfntÉetri 

p x • p r 

m i n , p non vi può èsserti comari divisore tra mn e 
p , che perciò esso è ridotto a minimi termini : e nell* 

altri — essendo ir numero prftho , non pdó essere 

' * . r * ■- „ 

un multiplice di p. Adunque dovrà essere xzzp e qzxntn. 
E nel modo stesso si continuerebbe la dimostrazione 
per un più gran numero di fattori, ,, , ( _ • 

i ii. Cor. I.’ Quindi il, prodotto di più mumeri 
primi deve esser primo per riguardo al prodotto di al- 
tri numeri primi diversi da’ precedenti. 

id4- Cor. IJ E perciò ì quadrati di due- mumeri 
primi debbono essere numeri primi tra loro. Ed in ge- 
nerale tali debbi' no esse e le potenze h de’ medesimi. 

' *f é òv e m % '-* 1 ' r ». **; 

JL>* "'■'"d 5.— -** ul « v ■ I à ,..C 

153. Se la radice di un numere infero n m e un 

ititelo » ,(’)* nofi potrà nè tampoco essere un fratto, 

è possibile il si» in quest’ ultima modo , e tal 

■* k- K - J :.~t VA ■ - ■*. t.l 

fratto ridotto *’ termini venghi espresso da sarà 

V.-*v | i." ’ „ »*c l-u*» tra 

El 

< 7 * 


r> 


— = a supposto èssere a 11 nùmero datò ," ed ir il 

*’ H frlLv.* * » S-ee'jtg t’.v. 


(•) Cioè se ei»o non è potenza esatta del grado della radico ella 

** ruote. e|tr^n^ ? '‘«'•ai" <*> astf 


A 
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grado della radice estra'>tan i ed espressa da — • . Ma 

'l 

essendo numeri primi p e <7 , sono anche primi tra 
loro p n e f ; che perciò «,* non potrà mai dividere 

esattamente p n . Adunque £ falso esser = a. . t 

i 36 . Scol. I. E da ciò si vede, che le quantità 
radicali non sieno suscettive di un’nuità qualunque inte- 
ra- o frazionaria anche piccolissima , donde resta loro 
confermata la natura d ’ incommensurabili : ed incominen- 
surabile è pure ogni qualunque rapporto di cui un 
termine o tutti i due sieno quantità radicali , come 
per esempio quello di 1 : \/a , che esprime il rappor- 
to del lato del quadralo alla diagonale. 

a 37. Scol. II. Le dimostrazioni del Lemma e del 
Teor. di sopra recati , che abbiain ricavato dal Signor 
Lbuiliier , a meno di qualche assunzione elite nello stato 
presente della maniera d’ insegnar le Matematiche deve 
concedersi coni’ evidente , ci sembrano preferibili a 
tutti que’ Teoremi clic per dimostrare lo stesso assun- 
to trovatisi stabiliti da Euclide nel Lib. VII. de’ suoi 
Elemcuti. 


Il , 


9 ° 


Elementi 

- , * f '• t * 

C A P : , IX. ■ ' * 

. r ; * 

, IV RADICALI IMMAGINARI , E DEL £0R0 CALCOLO. 


1 38 . Se I» M dinoti una potenza pari di HhA , , 
sicché sia -M=+ A 1 " , non polii mai la M risaltare 
affetta dal segno — (ji). Dunque vicendevolmente 
• — M Bon potrà mai rappresentare una qualunque po- 
tenza pari di ri; A , cioè clip di — M non potrà eslrar- 
sene una -radice di grado pari, e quindi l'indicazione 
*», 

irrazionale y— M esprimerà una quantità impossibile , 
o anche immaginaria, come suol chiamarsi. Adunque: 
i3q. De/. Si dice quantità immaginaria quel ra- 
dicale che ha l’ indice pari , e negativa la quantità sotto 
del segno. 

i4o. Sebbene però non possa aver luogo' 

come potenza di H;A , può pepò essa dinotare il pro- 
dotto di un fattore posftivo di A'" per un altro ne- 
gativo, per esempio di -j-A’" per -*-i ; die perciò, se 

»? 

mai 1' espressione immaginaria y — M si elevi alla po- 
tenza an , venendosi a distruggere con una operazione 
contraria 1' operazione impossibile ad eseguirsi sul •— ì\f 
cioè l’estrazione della radice ai» da essa , la quantità — M 
che tornerà a risultarne dovrà esser reale ; e reali pos- 
sono essere in altri casi ancora, clic appresso mostre- 
remo i risultamenti derivanti da calcolazioni effettuate 
su immaginari. Che perciò il loro calcolo non è da 
disprezzarsi , nè da credersi di nessun uso , e pura- 
mente chimerico ; che anzi , come in più luoghi in ap- 
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presso, principalmente nella teorica delle equazioni, do- 
vrà esser dimostrato , la considerazione degli immagi- 
nari i d» somma importanza nelle ricerche che si fan- 
no per mezzo deli’ Algebra *n quistioni Aritmetiche 
« Geometriche. 


»4i. Intanto siccome l’importanza di questo cal- 
colo si limita semplicemente a considejare i radicali 
quadratici immaginari 5 noi perciò non ci occuperemo 
qui appresso , che di essi solamente. E per ora av- 
vertiamo qui di passaggio che le stesse regole che 
stabiliremo per quelli si potrebbero estendere agli im- 
maginari di qualunque grado si vogliano supporre , i 
quali tutti sono riducibili ad espressioni che contengo- 
no radicali immaginari di secondo grado , come a suo 
luogo mostreremo. 

*4». Primieramente è facil cosa a rilevare dal 
n.° 6,. che V-M=VMXV -1 , cioè che: ogni r «- 
dicale immaginario è quanto lo stesso radicale reale 
muliiplicato per V— ,. E sarà questa la forma alla 
quale supporremo in appresso che sian sempre ridotti 

gl’ immaginari nello stabilire le regole del calcolo per 
essi. v 


Sicché le quantità immaginarie, per esempio, 3\ / — a* 
e 5*V“ «, sarebbero rispettivamente rappresentate da 

3ay — •» e 5òy«y— 

• 43. La somma eia sottrazione delle quantità im- 
maginane non han bisoguo di regole speciali, eseguen- 
dosi con quelle stesse già stabilite generalmente nc’.iu- 
tneri dal 53 al 56. 

Cosi la somma delle quantità 

àa*+tb\/— I— 4cV— i 

•r+3b y — i— de v — i 


b . . . . 3a»4. a/ ,»-J-5òy— !— , oc y_, 
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o anche espressa nel seguente modo ' 

3ii*-f-;ap s -^(5è — toc) \/—t 
E 4 differenza dell’ una dall’altra sarebbe 

Su'-tp ' — (5 é—acXV - *” 1 

1 41 - Che se vogliasi multi plicare la quantità reale- 
±a per l'immaginaria +òV — ■* 5 il prodotto di tali 
quantità si ridurrà- a quello de’, tre fattori +<j , 
e V — 1 de’ quali it prodotto de’ due primi è già noto 
che sia +aè , e questo multiplicato per V — i darà 
pel piodotto delle quantità proposte +a/>V — •- 

Che se poi: il fattori sieno tutti due immaginar] 
come +a\ — > e Ì^V - * 1 i >1 prodotto de’ medesimi 
equivarrà a quello de’ quattro fattori -f-V — ’*» 

-f-V- i] e sarà, perciò quanto il prodotto de’due primi 
per lo prodotto de’ due ultimi. Ma i due primi mul- 
tiplicandosi giusta la regola data di sopra danno +aò; 
secondochè tali fattori si prendano con gli stessi segni, 

0 pur con contrari; e gli altri due essendo identici dan- 
no il quadralo di \/ — ì , cioè — t. Adunque quel pro- 
dotto delle quantità poste da principio sarà +abX — I 
ossia Ifa b, uve il segno — si trova aver luogo quan- 
do i fattori dati erano del segno stesso, il -f- se di segno 
diversi : Lo che mostra , che : il prodotto di due quan- 
ta immaginarie c reale ; e precisamente quanto quello 
de fattori p-oposli presi come reali , invertendo però la 
regola pe' segni stabilita per la multiplicazione nel nu- 
mero 4°- > cioè dando al prodotto il segno — quando 

1 fattori sono affetti dal segno stesso , e'I segno -}- , se 
da contrario segno (*). 


(•) Dal qu esposto , e ài quinto fu anche detto nel n. i3G. ria. 
•cimo potrà giudicare con quanto poro fondamento V accuratissimo 
tVsìlio albii detto , trattando della moltiplicazione degli immaginar} 
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n e I, l’ A l r. e a r i. 


F ultori 


' p f T 

la S E M P 1 O I. 

( S/n+iaV— > — 3 \^b\'T-i 


* ■ * • 

> jt 4v>;i ■» 


I im — 3«Y / — 1 -j-2\/é \ / — 1 

— 
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* 


» 

■* 


— * — (im^b \/ — 1 
— y i/m V — 1 -t-fc.i 1 — ()a \J b 
♦'''■% • ' •»• -j-tì/n \//> \ f — 1 — 4 a^b-{.6b 

— r. • 

Prodotto fin 1 — 5i/m \ — 1 -fGa’ — iiu\ b-\-6b 

•M • • • ’ ■ - v. * * .<n 



]1 ij'Uiil prodotto è reale , e nascente da due fat- 
toi?'imni.i"iuarj della sopraindicata forma. 




, Jt j * * ' * ' 

trt loif , che il prodotto sotto al segno ^ doveva avere il — . f per 
la ragione , ebe alias min fucM-es immaginarti efficerent factum 
• reale , quoti utique absurJum. ( Srh. 3. Prob «in. Eti-m Anatys ) 
Kd a questo proposito conviene anche far notare a’ giovani , coma 
' 1’ ha fatto il Signor Lhuillier, una innavvertenza naUlAJ^ebra dell Eu- 
lero 5- *4®- Voi. 1 . trovandosi detto elle V— ^xV— > invece 
di v'6 i e V— iW — i~a invece di — 2 . 


• % 

1 *;* ■ 
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i 45 . Inoltre sia proposto a dividere la quantità 
immaginaria per l'altra reale e chiaro 

che il quoziente cercato sarà immaginario, ed espresso * 

da + — V — 1. Che se al contrario sia reale il divi— 

— 

dendo +s, ed immaginario il 'divisore + àV — 1 » *1 

. * », ■ a 

quoziente sarà pure immaginario , ed espresso da + — 

ove moltiplicando per \/ — 1 4 due termini dèi fratto , 

si avrà + ~ — 1 . Val quanto dire 

che un tal quotienle sarà espresso dal dividendo pro- 
posto col segno cambiato, mulliplicalo in V — 1 > e divi- 
so pel divisore dato libero dal \ 1 — 1 che lo affettava. 

Finalmente se sicuo immaginar) ad un tempo 
stesso il dividèndo e ’l divisore , ed espressi 1’ uno da 
— i e l’altro d» +A\/— -i , il quoziente sarà in- 

j; , , a \! — 1 a a 

dicato da + — X — = d X — 1=4. , , cioè 

- b V- * - b ^ b 

sarà reale , e dinotato dal quoziente elle si avrebbe "di- 
videndo alla maniera ordinaria i radicai) proposti , sop- 
pressovi il fattore comune ^ — I. 


..r^ . j,. 


E 


S E 


Divisore 


Dividendo 


3m+aa\/— 1 — 3 1 6/n* — Saivs / — 1 i^a^Jb+Gb 

- — — fi ‘it 4 * i a«*>/ — 1— l 'ini 1 

Ini— 3 a V — 14- 2 '« — i — — 

— — i-i — 1 — 

— tjartnJ — 14 -(>«* — ja\Jt> 

—f— 


^-tyms/bsj . — 1 — 4àVt , 4'*'t 5 
4-fini — 1 — i<is/ b+tib 
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i46. Da tutte Je operazioni esposte intorno a’ 
radicali immaginari , è facile il rilevarne , che racco- 
* gl.endo in una somma lutti perniai reali di un’espres- 
suine immaginaria", ed indicandola per A; e similmen- 

te chiamando B la somma de’ coefficienti di \J i „ e ’ 

termini immaginari ; potrà ogui espressione immaginaria 
essere generalmente compresa nella formoli A-f-By i. 

Wa-'su di ciò noi dovremo poi espressamente ritornare 
in appresso. 


* ;! « 
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Elementi 


C A P. X. 

Djgr.L’ ELEVAVAZ10NE A rotXNZ A, E BELL’ ASTRAZIONE DI 
RADICE DALLE QUANAiTA’ ALGkltHICBE. 

g^>.©o.;©-j ■‘•“<^5 

1 47 * Si è già detto nel n.° a5 cosa s’ intenda per 
patema e per radice di una data quantità , c come 
questa s’ indichi col segno \J nell’ apertura del quale 
■va scritto quel numero che dinota l’ordine, o il grado 
della radice. Ciò che fu poi detto ne’ numeri 29 , 3i 
e 3a mostran chiaro la regola da seguirsi per elevare a 
pptenza , o per estrarre la radice di qnalsivoglia grado 
da una quantità nionomia , le quali due regole per 
maggior chiarezza noi qui , come nel proprio loro 
luogo , daremo più generalmente. 

REGOLA 


Per l' elevazione di on monomio a potenza 

>48. Si eleva un monomio a potenza , eseguendo 
tal potenza pel coefficiente , e moltiplicando V esponente 
di ciascun fattore letterale di quel monomio per l' indi- 
ce della potenza cui deve esso elevarsi , prefiggendo a 
questa potenza , se impari il segno della quantità data 
se pari sempre il segno -|~. 


Digitized by Google 


• »t \ ' , •>« . ■ -r 1 <• » 

• V -1 E G O L A * *’• -v v 

. • •• 1 ■ * •• • • \ • •>- * 

Efefc L’ ESTRiZlOSE DI RiOljeZ t>A TT5 MONOMIO. 

“ • •*; . * " ’ )' *• •> va ’ " ri 

*49. ■S’i estrarrà da Un monomio una determina- 
fa radice , esimendola dal coefficiente , e dividendo 
V esponente di eiascun /attore letterale di quel monomio 
per Vindice della radice proposti di estràrre , boi dare 
a questa radice il segno della quantità dai a, se dtgraì- 
do impari, e te di grado pari'it dubbio segno ±. 

i5o. E s intende già, per le due precedenti Ile. 
gole, che se la quantità data era nna frazione , l’ ope- 
razione suddetta debba ugualmente eseguirli ne’ due 
termini della medesima : ed essendo quantità radicali 
convien valerti a proposito delle Regole date in tìm* 
del ».* 3i , e »el p.® *•».. ,.k w . .. „ _ ^ 

l5i,. Poste le precedenti generali considerazioni 
strile, potoufr e ttdictf dg’iuonunq algebrici, passeremo 
a trattar io stesso argomento pe’ polimonì . suppone»: 
do però per la seconda di tali operazioni che la quan- 
Ulà Jioliuomia proposta sia poteitea perfetta di quel 
grado eh’ è la radice che di essa si cerca . . • -, ■ 

Or da ciò che .fu detto nel n.® ri. U 
potenza di Ma, polinomio è quei prodotto di fati 
tori ugnali ad esse , tanti di numero , quante uni» 
tà sono «4» grado della potenaa : die perciò 1* 

maniera di ottenerla coesisterà, com’ è chiaro, nel» 
la multipUcauòne successiva di quel polinomio «tan- 
to volte per se stesso , memo tuia, quante ne indicano 
le unità suddette. ,, , > % 

»53. Adunque il quadrato dì a-fà sarà dinotate 
dal prodotto (e«pò) ( a-\-b ) , ed esso sarà a’-f-aaò-f-ò’ , 
che paragonato alla sua radice a+b , si vedrà compo- 

I* . 


i 0 
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sto da questa nel seguente modo , cioè : formando i 
quadrati di ciascun de' termini a , b di quel binomio , 
ed aggiungendovi il doppio del loro prodotto. E que- 
sto stessa si vedrà g< neralmeute aver luogo pel qua- 
drato di un polinomio qualunque , cioè che esso coste- 
rà de’ quadrati delle parti, ossia de’ monomj che lo 
compongono , e di tutti i doppj prodotti de’ monomi 

stessi. *» 

1 54 . E volendo di quel monomio a-f-fc il cubo, 
bisognerà moltiplicare 


il quadrato 
P« - 


« V * Iti, 

. .1 


-«+* 

a 3 -f-àu’A-|- ab' 

-1- a’fc-l-aaA’-i-A 5 

» ,/ » " • •• ‘ r I* • ^ ’ ‘f . « * * * •* 

«d esso risulterà a*+3a*A+8a**-|-* 5 
6ve contiensi , come si vede , il cubo di ciascuna parlò 
del binomio dato, ed il triplo del prodotto del’ qua- 
drato di ciascuna parte nell'ahreu E similmente vedreb- 
be doversi contenere! cubi, de’ monoinj di tal fat- 
tore, nel cubo di un polinomio qualunque. 

i55. Continuando, come “poc’ ansi a multiplicare 
quel cubo par o-| -6, ai avrebbe df a-\-b la quarta potenza, 
la quale multiplicata di nuòvo per «-J-A ' darebbe di 
tal biuomio la quinta potenza , e lo stesso in seguito , 
come pure per ogni al*ro polinomio. Stechè per tale 
argomento è inutile che noi qui e’ intra tteòghlamo 
di vantaggio ; che perciò passeremo all’ operazióne 
versa di esso , cioè all’ estrazione delle radici da’ poli- 
nomi , alla quale premetteremo tome fbodiènento di 
essa i seguenti due Teoremi* 

• - » .1 » • a 

.. ,0. i •«!•« n.l ,% ^ . *«|l .(»|a H » 


♦ 


. 1 

• io x ». 


* »-a 
i.' i» 


. v.<- 


ài 
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TEOREMA I. 


>56. Nella potenza n di un polinomio debbevisi ne- 
cessariamente contenere le potenze n di ciascun termine 
di esso , e r altra n—i di ogni termine mulliplicato in CV' 
ciascun degli altri. V 

Aj, 

Cioè che ili ( a-\-b-\-c-\-d-\-ec, )* vi debba neces- 
sariamente essere 

a* , b n , c“ , d" ec. 
ed no" i ( é-J-c-f-d-j-ec. ) 

nè* - ' ( a-f-c-f-d-j-ec. ) 
nc*~ 1 ( o-J-i-f-d-j-ec. ) 
nd*—‘ ( a-f-è-^-c-f-ec. ) 
ec. ‘ 

Dim. Imperocché supponiamo per poco , che nell» 
potenza n — i di quel polinomio vi abbia luogo per ri- 
spetto al termine a 1 espressione 

a"— ' +.( n— i ) a—- * ( é-fc+ec. ) fc 

egli è chiaro , che per passarsi da questa potenza n — i 
alla successiva potenza n , si debba moltiplicarla pel po- 
limooio a-j-6-f-c-}-d-J-ec. Or in tal moltiplicazione si 
vede chiaro > che prendendo il primo prodotto parzia- 
le di quella prima espressione per a primo termine 
del polinomio ^ si abbia 

a" -f- ( n — ì ) a*— ' ( è-(-É-|-d-j-ec. ) 
e continuando la multiplicazione , dovrà prendersi il 
prodotto di a"—' primo termine di quell’ espressione 
jier Zi-j-c-j-d-f-ec. , il quale è 

a"— i ( t-|-c-f-d-J-ec. ) 

Laonde nella potenza n del proposto polinomio vi si 
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«58. Nel polinionio a-\-b-lrc-\-<l- |-ec. pongasi 
«+*=/> , sarà ( u-f-£-|-c-|-d-l-ec. )*=( f-c— )* , 
ed in questa potenza vi dovrà essere un termine //* eli’ è 
quanto ( a-\-b)“ . Similmente pongasi a-\-b-)-c=q , sarà 
( a-f-é-j-c-|-d-)-ec. )"=( p+d-f-ec. )" ; e nello sviluppo 
della potenza n di ( p-J-d-J-ec. ) vi sarà un termine 
p" ossia l’equivalente ( u-f-i-f-c )“. ^ 1° stesso in se- 
guito. , t 

i5g. Or posti i principi de* due precedenti Teo- 
remi , è facile il dedurre da essi la regola per 1" estra- 
gone di radice da un qualunque polinomio che Sto 
potenza perfetta del grado della radice richiesta. 

* Imperocché in quel polinomio dato ogni termine 
che sia un* esatta potenza del grado n ( grado della * 
radice da estrani ) è la potenza n di un termine cor- 
rispondente in tal radice (i56) : che 1 perciò se scelgasi 
un di questi nel polinomio proposto, e da esso si estrag- 
ga la radice n r sarà questa un termine della radice 
cercala, E se questo si elevi alla potenza b—k, e si mol- 
tiplichi per n dovrà essere il moltiplicatore di tutti 
gli altri termini della cercata radice (i 56 ) : che per- 
ciò se nel polinomio proposto si scelga un termine 
. divisibile per quello poc’ anzi apparecchiato \ il quo- 
ziente sarà un'altro termine di quella radice. E dovrà 
elevandosi a potenza n questo Linomio , potersi sottrarre 
dall'espressione data (i 5 ^). Or scegliendo nel residuo 
un termine divisibile per lo stesso divisore poc' anzi 
apparecchiato , si avrà un'altro termine della radice richie- 
sta (i56), e la potenza n di questo trinomio finora ot- 
tenuto per radice si potrà sottrarre dal polinomio prò- 
porto (1 « cosi ,d*w ua residua, 


\ 
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non siesì terminata , sul quale si opererà come sul pre» 
cedente per ottenere il quarto termine delia radice , 
e cosi successivamente. 

i t . 160. L’operazione generale poc’anti descritta può 
abbreviarsi nel seguente modo : Ottenuto un primo 
À t^ifmine della radice, come nel numero precedente, si 
~ 'apparecchi il divisore , e poi per esso dividansi tutti 1 
Affimi™ della potenza proposta , die ne sono suscettivi , 
•i avranno per quoetenti tutti gli altri termini della 
radice cercata. Ma tal maniera di operare può riescir 
fallace in qualche caso : nè poi si potrà da essa ricavar 
mezzo di completare in sdcoui casi una potenza del grado 
n io cui manchi qualche termine , la qual cosa occorre 
talvolta di fare ; che perciò resta sempre preferibile il 
primo de’ metodi sopra esposti. 

■, 161 . Noi intanto nel dare una convenevole appli- 

cazione dell’ anzidetta Regola ci limiteremo semplicemen- 
te all’astrazione di radici quadrata e '.uba , che sono 
quelle che occorrono frequentemente nell’ uso dell’Analisi. 

Esempio I. 

162. Cerchisi la radice quadrata del polinomio 

' ' . A Hai- cercata 

... a i+iab+b'+iac-tibc+c % j B+t+c 

— a* 

1 1 ■ - * ’ * aa Òella «■* 

i 0 dice a ilei pó- 

ni') termine a*, 
ch’c il divisare 
per continua- 
re r operazio- 
' ' ne. 


Qqadr. de’ pri- 
mi due termini 

della rad. cere 
#***• 


a'-{-lcib-[-b' 


Quadr. de' tre 
termini della 

quantità pro- 
posta 1 . 

£d un tal esempio non ha nè men bisogno di deaeri-. 


bell’ A^o’e I I A. io3 

rione per essere inteso, bastando la maniera com’è 
esposto , e quello che per 1’ operazione iu esso esegui- 
ta fu generalmente detto nel n.° 159 . 

i63. Una tale operazione avrebbe potuto abbre- 
viarsi nel seguente modo , cioè : Dopo essersi ottenuto 
il primo termine a della radice cercata , il quadra- 
to di esso si sottragga dal primo termine a del 
quadrato dato , sicché essi si elidano. Poi si rad- 
doppj l'(i| e diviso un termine ,del quadrato dato 
che ne sia suscettivo , come a ab per a a , si scriva il 
quoziente -f-/> si nella radice , che accanto a quel di- 
visore xa ; egli è chiaro , che moltiplicandosi a a-\-b 
per b si venga a compiere il doppio prodotto di a 
per b , e ’l quadrato di b che sono gli altri due ter- 
mini del quadrato di a-^-b , dopo aver già distruttp il 
primo di essi a' : che perciò basterà sottrarre questi 
da qùeli residuo che si era ottenuto cobsottrarre a* 
dall’ espressione daja : si otterrà co*i un nuovo residuo. 
Similmente si raddoppi la radice a-^-b (inora trovata , 
e si avrà aa-f-ai : e diviso pa temine di quel nuovo 
residuo , che ne sia suscettivo , per a a, si scriva il 
quoziente c accanto a’ due termini della gadicc già 
avuti , ed anche accanto a an-f-aò : é pure manifesto, 
che moltiplicandosi aa-j-aò^-c per c ,*si verranno 
ad ottenere i doppi prodotti di a per c , di b per c, 
e’1 quadrato di c ; e questi aggiunti a que’tre altri termi- 
ni già distrutti , formerebbero tutto il quadrato di 
o-4-ò-J-c; che. perciò sottraggasi questo-prodotto dal 
precedente residuo ; e se ni abbia un altro residuo , si 
continui 1’ operazione stessa che si è fatta, pel residua: 
precedente. , si verrà per tal modo ad otterrei* la ra- 
dice cercata ; g non esscudoveug , come nel caso prò. 
Sènte, saia a-J-òq-c una tal radice. #.» 
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Sicché la quantità proposta , per divenire un quadralo 
perfetto , la cui radice aia r'-'-ar-J-a 5 , bisogna aggiu- 
gnervi «•jr'-fA**». ' « • ’ - 

fi questa specie di ricerca può riesci re importante 
itr qualche cast) , conte avremo altrove occasione di 
osservarlo- *' *• “ 
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Vogliasi la radice cubica dell' espressione 
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Cioè si è preso la radice cubica a del termine a* 
dell' espressione data , il quale era cubo perfetto, e que- 
sta a è un termine della radice cercllaj ed esso elevato a 
cubo e sottratto dall’ espressione proposta ha dato per 
residuo 3a*ò-f-3a*e-f-ec. Ciò posto sf è apparecchiato il 
divisore prendendo il triplo del quadrato del termine 
a della radice poc' ansi trovato , e per questo si è 
diviso il termine 3 t‘b di quel residuo^ il quoziente +6 
è stato un altro termine della radice cercata , che 
finora l’ è a-\-b. Ed elevato a cubo il binomio a-\-b si 
è sottratto dall’ espressione data , e il è avuto il secon- 
do residuo 3b a c-j-6aic-f-éc., nel quSÌe divisò il tel atine 
3a a c pel divisore Itesso 3a* di sopri apparecchiato , si 
è avuto >1 quoziente -J-c terzo termine della radice cer- 
cata ; e siccome elevato a cubo il trinomio a-\-b~)*c , 
e sottratto dall’ espressione data non vi è residuo alcu- 
no, perciò a-|-b-+-c è la radice richiesta. 
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CAP. XI. 
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Delle combikazioki x vermut Azio» i . 


»tf7 
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x * 
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160. Def. 1. Rappresentino a y b 9 e > d. • . • 
un numero n di cose , che dirò elementi , ad essi prer*- 
dami a (lue a due, a tre a tre, ec. in tutf i modi 
ciò può farsi , escludendo però quelli che con divers^ 
ordine comprendono gli clementi stessi ; i risultamen^f 
che si otterranno si dicono Cfinihinaxioni. E di gua- 
ste ne saranno Permutazioni quelle altre combinazioni 
degli elementi stessi con diverso ordine delle già for- 
mate. 

167. De/. 11. Se gli elementi si sono presi a due per 
volta , le combinazioni , o le permutazioni corrispon- 
denti si diranno binarie ; se a tre per volta si ditan- 
no ternarie , ec. 

168. Cosi degli elementi a-, b, c , J ne sarebbero 
•ombiuazioni binarie le seguenti 

(o,ò) ( a , c ) (a,d) ec. (*) 

ternarie le «lire . > • 

* • • . * , .1 

( a, b t e > ( a, b, d ) ec. 

' ’ * r \ - . 

A .. '• *' T 

. . * ■ . I >- - ■ ' •» ■■■*> 

(*) V ordinaria maniera ifi .nuotare tp eomb inai ioni con l’aeeoa- 
lameoto delle lettere che oc esprimono gli elementi r . et è pars» im- 
propria, dopo ciò che >i i stabilito nel n'tmcvo 17., 00 4 ' è che' ah- 
U.J1UO «dottata 1 ' ritta forma quassù esposta. 
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£ le permutazioni corrispondenti ad esse sarebbero , 

per le binarie • ? •»' s. 

( b , a) ( c, a ) ( d , a ) ec. 

per le ternarie « ■ * 

per la 1. ( a, c, b ) ( i, a, c ) ec. 

per la 2. ( a, <1, Z> ). (.lì», a* d ) ec. 

ec. ^ - 

169. Def. in. L’ unione delle combinazioni e per- 
mutazioni la diremo combinazioni e permutazioni. 

' ijo. Dall’ addotta definizione al n.° 166. è chiaro 

S rioncvamonte, che se gli elementi dati a , b , c , d 

ssero al numero di ri, c di essi si volessero le corubi- 
ti azioni al grado stesso n , non ve ne sarebbe ebe una 
mia. 

ryi. Quindi con due elementi a, b non si potrà 
ottenere che la sola combinazione ( a , b ) , ed una 
sola permutazione ( b y a ) si potrà ottener da quella 
combinazione ; ond’ è che te combinazioni e permuta- 
zioni saranno in numero di 2. Che se gli elementi sìeno 
tre a , h , c ; si potrà far da essi una sola combina- 
zione ternaria^, che sia ( a , b , c ). Ma siccome 1 ’ a 
non si è presa che arbitrariamente per primo termine 
e b per secondo , c per terzo ; così cominciando a 
scambiare quel primo termine ia b o c , si avranno le 
due permutazioni ( b , a , c ) ( c , b , a ); e scam- 

biando quel secondo termine b con e , e viceversa in 
ciascuna delle poc’ anzi ottenute tre permutazioni , si 
otterranno cosi le altre tre ( a , c , 6 ) ( e , a , b ) 
{ b , e , a ) . Che perfiò èssendosi colle precedenti 
operazioni eseguiti tutti i cambiamenti d’ ordine di cui 
«ran ; suscettivi gli elementi di quella prima combina- 
tionc ( a , b, c ) si vede chiaramente , che cpn tre eie- 
menti si abbia una, sola couibipaziop* Umana , e 5 


Digitized by Google 


> ■ n* 1 A f> * « A». H) 

di questa ; ond'è che il n u mero dell» 
une e della altre sarà espresso da 6 , cioè da 3 . ti 
£ quindi in generale, per un numero n di elementi 
le combinazioni ternarie multeranno sempre quanto le 
combinazioni e permutazioni divise per ì . a. 

170. Che se gli elementi proposti erano 4 espressi 
da a, b , c, d 5 da essi non si avrebbe che’ la solai 
combinazione ( a, i, c, 3 ) ; e con un ragionamen- 
to analogo al precedente si vedrà, che scambiando il b 
con l'«, il e con l’a, il d con 1 ' a ; ossia passando cia- 
scun di questi elementi per primo , e quello in luogo doro 
rispettivamente, si avranno tre permutazioni di quella 
prima combinazione ; ed’ in queste quattro espressioni 
potendo scambiarsi il c , d , col b se ne verranno ad 
avere o altre che con le quattro precedenti ne verran- 
s formare la. Finalmente in queste 13 scambiando il 
rf Col c , ne nasceremo ir altre: ònd’é, che il numero 
delle combinazioni e permutazioni di 4 lettere è 24 
cioè espresso da 4 - 3 . a.i ; e quello delle semplici com- 
binazioni per questo caso , e perciò anche per le 
combinazioni quadernarie di n clementi dovrò essere 
un a 4 > mo delle eombiua/.ioui e permutazioni de’ me- 
ditimi. 

173. Ed in generale per un numero m di elemen- 
ti , le combinazioni e permutazioni al grado m dovran- 
no essere espresse d* m ( m — 1 m — (m — 1 )). 

Di fatti, sia ciò vero per un determinato numero m ; 
se tal numero si accresca di i, sicché divenga 
la forinola poc' anzi recata si cambierà in 

( /B +0 ( m — 0 C.( w, + 1 ) — m ) 

cioè in 

, ».. y .1 . < . ». t * %,-ié 

.«("+>) («+a)..,...( «—(«—») ) , ; K • 
la quale é identica in forma alla proposta ; e cfo 
indica che verificandosi quella per uu datò. grado 
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di combiaazioni , e permutazioni , debba anche aver 
luogo pei' quelle di un grado superiore ; mi quella for- 
mola si è veduto verificarsi tino alle combina,' Uni e permu- 
tazioni quadernario di 4 elementi (ina). Dunque lo dovrà 
pure per le pentenane di 5 elementi ; e cosi sempre. 

174. E da ciò segue, elle di un numero qualunque 
di elementi , di cui IVI esprime il minierò delle com- 
binazioui e permutazioni al grado m ; quello del- 
le semplici combinazioni dovrà esser dinotato da 

M.- - 

m (m — 1) — ( m — (m — i) ) 

» • a • - 1 \ f . ; • • * * , 

PROBLEMA I. ... , , 

175. Dati H numero m di elementi espressi dalle let- 
tere a, b , c , d , e ; determinare il numero 

delle combinationi e permutazioni binarie delie medesime . 

tu . .« . . » "v ■ 1 - •• 

Soluz. E manifesto che accoppiando ad a una 

per volta ciascuna delle altre lettere , clie sono al nu- 
mero m — I, si verranno ad avere tutte le combinazioni 
di a con quelle, che risulteranno anche allumerò m — 1 : 
che similmente accoppiando a b tutte le altre lettere 
anche al numero m — 1, compresavi l’«, si verranno ad 
avere tutte le copdbinazioni di b con quelle , e queste 
risulteranno anche al numero m — 1 j e cosi continuan- 
do in seguito per tutti gli altri elemen^ c, à. .... si 
verranno ad avere m di serie di combinazioni, ciascuna 
al numero m — 1 di termini, e nelle quali, com’è cliiar 
ro vi si comprenderanno anche tutte le permutazioni ; 
di quelle combinazioni , ond’ è che il numero delle 
«ne • delle altre dovrà essere dinotato da, m (m — 1) , e 
quindi quello delle une o delle altre separatamente dovrà 

vanir .dinotato da 2 'S'.! 1 — ^17»), ; 
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176. Esibire il numero , stelle combinati otU « prima*» 
toxioni terrigne y o nello .(leJle iitl^^ombin^xùmi^, o delle 
iole perrr.utqiiQni che passanti effettuar econ m lettera, 

■v I ' i ■* **• » IW* ^ % # »• M ’ • ?»> 

., < fjl^%\P» 9 n g«W .%»« le combinazioni e le pem 
mutazioni binarie di essi m elementi , che, serafino 4 
come si è veduto al numero «(«-*-1)5 pe» avete 1« 
ternarie , è chiaro che ad ognuna di queste converrà 
accoppiarvi ciascuno degli elementi dati, dal terzo in 
poi , cioè da c in poi , il che per ogni una di quell* 

combinazioni e permutazioni binarie ne darebbe m a 

ternarie ; e quindi 1’ intero numero delle combinazioni 
e permutazioni ternarie verrà espresso da m(m— 1) 
(m — 2). Laonde modificando la forinola del n.° ijf. 
col sostituire all’ n il 3 nel presente caso , e per M 
il poc’ anzi recato prodotto : il semplice numero delle 

combinazioni richieste sarà fo* * ) ( m “*) 

2. 3 . 

* 77 * Scoi. Continuahdo con un ragionamento si- 
mile a qnello del precedente Problema, si troverà che 
il numero delle combinazioni e permutazioni quader» 
nane di m elementi sia espresso da m(m — 1) (« — 2) 
(m 3 ) ; e che quello delle sole combinazioni venghi 

d. (■”--) EJ bi 

che la forinola che esprime le combinazioni al grado n di 
elementi presi tra m che ne sien dati , sia la seguente 

(171—2) (m— 3 ) (m— n-fi) } 

e quella delle sole combinazioni sia 

m ( m 0 ( m — a ) (m — 3) (ih — a-f-i) 

** •••»»••. B 
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Ed una tal cosa volendo dimostrarla qui generalmente 
si potrà far usò di un ragionamento analogo a quello 
del n.° ij3 ; il qual metodo di dimostrare è da noi 
soventi volte adoperato in questi Elementi 

E ciò può qui bastare per 1’ uso che dovremo fare 
del presente argomento; intorno al quale chi desidera 
maggiore estensione , ed un esercizio di curiosi Proble- 
mi , che da questa teorica immantinente dipendono , 
noi il consigliamo a leggere principalmente il Cap. 
XI. Part. I. e IL dell 'Algebra del Signor Lbuillier. 
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178. Diverse dimostrazioni sono state date dagli 
Analisti per lo sviluppo della formolo ( x-f-a )* cre- 
sciuta volgarmente col nome di Binomio del Newton , 
ove la m rappresenti un numero qualunque ; ma di 
queste le generalissime riposano sopra principj supe- 
riori a quelli de' quali ora trattiamo in questa parte 
dell’ Analisi Algebrica ; e dopo 1 ’ esposizione de’ quali 
anche noi non tral^scereme di ritornare su questo ar- 
gomento medesimo , la cui importanza ci obbliga però, 
per ragion di fnelodo a doverne ora trattare. Altre di 
quelle dimostrazioni , che su principj elementari sono 
fondate , che perciò al presente trattato si confanno , 
pel caso più semplice , cioè per quello in cui m sia 
nn numero intero positivo , sul quale poi la dimostra- 
zione degli altri casi trovasi fondata, hanno avuto ri- 
corso all' induzione ; e taluni solamente dopo di aver 
cosi prodotto il loro ragionamento fino ad un certo 
segno da derivarne con chiarezza la legge onde pro- 
gredivano i termini di quello sviluppo , sonosi poi 
fatti a dimostrar generalmente la continuazione della 
stessa legge in appresso , cioè per tutti gli altri termi- 
ni , e per qualunque valore intero e positivo del- 
la m. 

1 73. A me pare intanto , che siccome la forma- 
rione deNa potenza del binomio in questo primo caso, 

i5 
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consiste effettivamente in una continuata moltiplicazio- 
ne di quel binomio per se stesso , sicché per tal modo 
venisse a comporsi uir prodotto di m fattori espressi dal 
medesimo binomio ; così la lejige di questa formazione, 
dalia natura-di un prodotto di fattori binomj della forma 
x-{-a debba direttamente ripetersi. E tanto più mi giova, 
che per tal modo questo argomento sia qui trattato , 
quanto che potrò in apptwmo vahSHni di questa stessa ricer- 
ca nella composizione de’ coefficienti de’ termini delle 
equazioni composte, nel quale argomento , anche dell' 
induzione la maggior parte degli Analisti si val- 
gono. ’ . ' i 

TEOREMA. • • / 

180. Se un polinomio ordinato per rapporto ad 
una lettera x cornane a' mai termini si trovi essere del- 
la forma 

x"+A*"— i-j-Br"— 1 *+ec ..-fT 

che chiamerò generalmente M , ed esso si multi plichi 
pel binomio x-j-a ; il prodotto dovrà essere un polino- 
mio crrdinato per rapporto alla stessa x al grado m-j-i, 
ed a vere un termine di più del proposto. , 

■ . • • ’ : 7 ' ; *' " ” ‘ 

Dim Imperocché multiplicando il poUqoipio M 

per x primo terpiiue del binomio x-J-a si ha ,di nuovo 
Io stesso polinomio con la 4 accresciuta di una dimen- 
sioni in ciascun termiue r pd in seguito moltiplicando- 
si quel po’imouio per -{-a si dovrò avere uu altro pro- 
dotto nel quale la x si Irò y era al grado stesso , che 
nel polinomio proposto, avendo -j-a per fattore in 
tulli i spoi termini. Sicché sta hi le udii questo, nuovo 
prodotto di rincontro al |>rj!ce4uhM ,,jjip^qnaiapMndìO 
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perciò dal secondo termine di questo , si potranno ri- 
durre ad un solo ì termini moltiplicati per lo stesso 
grado della x , e risulterà cosi 

*"+>-f-A*'"-pB x"— > ....+T x 

-p ax m -\-Aax m ‘ — * -pSax+aT 4 

cioè 

*™+._|_(A-j-a)x*+(B4-Aa)x— 1 p(T-pSa)x-foT 

il qual prodotto, che in appresso dinoterò per N, sL 
vede averle condizioni proposte nel Teorema presente. 

181. Cor. X- il prodotto di due binomi della forma 
x~pa , x-f -b debbe essere un trinomio, ove la x ascen- 
da a due dimensioni* nel primo termine: quello dj 
tre binomi x-poj, x~p/> , x-j-c dovrà avere quattro 
termini , e la x nel primo di questi al terzo grado. 
E generalmente se sieno al numero m i fattori l)inomj 
x-j-a , x-f-ò , x-pc , ec. il loro prodotto dovrà costare 
di ni~pi termini , nel primo de’ quali la x si proverà- 
«1 grado in. 

i8v. Cor. a. L’ultimo termine -faT nel polino- 
mio N risulta dal prodotto del secondo termine del 
binomio x-p« per l’ultimo termine T del polinomio M 
pel quale si* è multiplicato, e cosi supponendo questo 
polinomio M nate dal prodotto di un polinomio M' ove 
la x era al grado m— i , e 1" ultimo termine venivo 
espresso da T', per un lattiere binomio x-pa y si tro- 
verebbe essere T n=»T x y e rimilmemte retrogradando 
fino al primo fattore binomio del polinomio M r si 
troverebbe che l’ ultimo termine di un polinomio com- 
posto da fattori binomi della forma sopraindicata deb- 
ba costare del prodotto di tutti i secondi termini di 
que’ binomj ; il che per altro era anche chiaro dall», 
moltiplicazione.- •'»■••• *<•.'' 

. ,, -»-* * JL* liti» ' •* •*’<**•*■ ' 
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PROBLEMA-. 

i 83 . Se un polinomio sia composto da fattori bi- 
no mj della forma x-f-a , x-f-é , x-f-c , ec. si vuol de- 
terminare la natura de' coefficienti della x in ciascun 
termine di esso. 

\ 

Per faciliti maggiore supponiamo nel polinomio 
N ( 180. diin.) trasformata la m-|-i in n , sicché esso 
divjmghi della seguente forma N' 

x*+(A+«)x*— <+(B+Aa)x'*— »-|» .fCT+S^x+Ta 

È chiaro che l’ introduzione del fattore x-|~a nel poli- 
nomio M ha accresciuto di -f-a il coefficiente del se- 
condo termine di quello; e questa legge dovendo sem- 
pre vérifìcarsi , cioè aver luogo anche pel polinomio M 
derivante da M' ( x-f-« ) , sicché la A sia uguale ad 
A'-f* , e così in appresso , si Vedrà che generalmente : ìL 
coefficiente del secondo termine del prodotto di più fa-tori 
■binomf tal che x-J-u , x-\-b , x-f-c , ec. debba risultar 
dalla somma de' secondi termini di que' binomf. 

Bini i Unente il coefficiente della x* — * , cioè del 
terzo termine del polinomio N' è B-f-Aa , ove A coef- 
ficiente del sccoudo termine del polinomio M , che 
aveva un fattore binomio di meno che rappresenta 
la somma di tutti i secondi termini », fi , y , ec. de’ 
fattori binotnj di M , al numero di m ; che perciò é 
chiaro che Aa dinoti la somma dalle combinazioni del 
secondo termine del binomio x-^-a per quelli degli altri 
+*+/2-f-?+ec. degli altri hinomj fattori di M -, sicché 
per l’introduzione di questo nuovo fattore, il terzo ter- 
mine del polinomio N 7 , die n’è risultato, si trova accre- 
sciuto di fai somma di comi* inazioni. Ed essendo chiaro 


« 


4- 


Digitized by Google 



s i i i'. A n li i I. il’] 

che debba, similmente il B essere quanto B'-f-A 7 * , ove 
A' rappresenta -f i /S-j-y-{-ec. ed a il secondo termine 
del nuovo fattore introdotto in M 7 per avere M , si 
vedrà che in generale : il coefficiente del terxo termine 
di un polinomio prodotto da'binomj x-f-u, x -J-A, x-f-c, ec. 
debba esser rappresentato dall' aggregato delle combina* 
noni binarie di tutti i secondi termini di que' fattori. 
Ed in generale essendo Q-j-Pu il coefficiente di un 
termine qualunque dell’ordine p del prodotto N', e la 
Q dinotando il coffiuieute del luogo stesso nel polino- 
mio precedente M , dovrà essere espressa da Q" 
e similmente la Q 7 sarebbe espressa da Q // -^-P // ( 3 . Sic- 
ché il coefficiente del termine p proposto , sarcLba 
espresso da Q’' , rappre- 

sentando Q 1 ’ il coefficiente di quel termine dell'ordine 
stesso di quello che noi consideriamo , ma nel polino- 
mio del grado p—i ; che perciò verrebbe ad esser» 
l’ultimo termine di questo., e quindi rappreseutato dal 
prodotto di tutti i secondi termini de’ binomj suoi fat- 
tori al numero di p-— i. 

Dal che è facile il concliiudere , che il coefficien- 
te di un termine qualunqne di quel prodotto N sia 
quanto la Somma delle combinazioni al grado n — i di 
tutti i secondi termini de’ fattori binomj della forma 
proposta, onde quel prodotto è composto. 

184 Scol. Ed è poi facile a rilevarsi dalla regola 
data pe’segni nella mulliplicazione, che se i secondi ter- 
mini di que’ fattori binomj sieno tutti positivi, positivi 
saranno anche tutti i termini di quel prodotto ; e che es- 
sendo negativi debbano alternarsi i termini del prodotto; 
risultando negativo il secondo , positivo , il temo , ne- 
gativo il quarto ec. 
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TEOREMA IU. 


i85. Se H binomio x-\-a si elevi alla polenta n; 
dinotando n un numero intero e positivo , una tal polen- 
ta avrà la seguente forma 

n(n — i) n(n — a) 

r'-fnax'— '-f a V— *-| oV— *. 

1 . a. ,i. 3. 3. 

n(n— i) (n — n-f-t) 

» ^ • * • • • ■ ■ — ■ « " a n >or-}-a % 

• ì. 3. 3 

Dim. Imperocché il secondo termine del prodotta 
di n fattori x-\-a deve essere composto da n di volte 
+a , e quindi sarà esso H coefficiente del terrò 

termine deve essere la somma delle combinarlo ni bina- 
rie di n lettere a j ed il numero di tali combinazioni 
n(n— -ì) 

essendo - e ’1 valore di una di esse venendo 

1 . 3 . 

dinotato da a 3 , ne segue che il valore di tal coefBcien- 
*("—») . 

te sia per r appunto -*a'. Inoltre il coefficiente del 

, la 2. 

quarto termine risultando dalle combinazioni ternarie 

. n(n i)(/» a) 

di n lettere a , sarà perciò ■ ec. E’icoef- 

i. a. 3 

Sciente del termine n risultando dalle combinazio- 
ni n — i di n lettere, dovrà esser dinotato da. 

n (n — i) (n — n-f- 1) i , 

— -. E combinando questa riduzione 

l. a. 3 
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de’ coefficienti , per tal caso , con ciò che nel preceden- 
te Teor. si è dimostrato, se ne rileverà facilmente le 
verità del nostro assunto. ! - . 

»BG, Scol. i. Essendo identiche le due espressio- 
ni (a-j-a)" ed (a-j-x)*; identici dovranno pur essere i 
loro sviluppi . 


n(n — 1 ) 

«"-f-uax'—i-j a‘x"' 

•• • a. a. 


a*-fnxe"— H 




n(n— i)..(w — n-f-a) 

•....f 1 i... «*» a*— 

i.- a. 3....(n— 1 ) 

n(n— i)...(n — n-f-i) 

. + -a*<- 

a. a. 3 n 

*(«—" i ).. (ra— 1 ) 

W f- " . . , , <■— \& 


' if (>*• a* 

■ « . s w(i»~ -i )>?.(»- ■ i), ir 

p vaì^ . - '■%***.. » tisi 1 1 "r »t t *r i'.+ ,r*. 

r. a. 3....«..*n 

•■Ti». ‘ - W». , * 

e solamente scritti con ordine permutato ; end" è che 
debba il coefficiente n del secondo termine pareggiare 

n(nt-i)-..(»~nef-a) , *. . • 

r altro ■ ■ ■ del penultimo termine ; • 

i.a.3....(n — i) \ - 


n.(o— i) ; ■< 

similmente il coefficiente ■ ■ - del terso termino do- 

ì. a 

vrà essere uguale a quello dell’ antipenultimo termine, 
e còsi in appresso. Laonde si vede che quando siesi 
giunto ad ottenere la metà de’ coefficienti dalla rpoteifr 
za n del binomio x-\-a , Se la n è impari , quelli de* 
rimanenti termini saranno questi stessi scritti con or* 
dine inverso , cioè incominciando dall’ ultimo ottenuto, 
e salendo al primo : e se la n è pari , bisogna giun- 
gere lino al termine medio, e pa’ termini rimanenti, 
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continuare conte si é detto dal precedente « tal medio 
in indietro. 

187. Scol. 2. La semplice ispezione dello sviluppo 
della potenza n d«l binomio x-|-a fa vedere , che in 
ogni termiue il coefficiente stabilito nel modo già 
detto debba moltiplicare il prodotto de’ termini del 
binomio elevati rispettivamente a tali potenze , cbe 
la somma degl’ indici di esse (accia n j. di tal che se 
quello di x fosse n — m , quello di a dovrebbe essere 
per l' appunto m , dinotando m il luogo del termine 
minorato dell'unità ; talché se quel termine era il terzo, 
sarà narra ; se il quarto m= 3 . ec. In guisa cbe vo- 
lendo effettuare la potenza n del binomio x-J-a, si po- 
trà abbreviar 1' operazione nel seguente modo. 

Si stabilisca il prodotto x" — a’" 1 , ed in esso si 
vada sostituendo per m luti’ i numeri interi inco- 
minciando dal zero fino all’ n stesso , sicché si abbia 

x" , x* — •a , x” — ’a* .....x" - , a" 

e per stabilirvi i coefficienti , essi saranno , come si 

'•« * ' • ■-■■■•« ■ , V 

• a.(n — 1) 

è veduto , n pel secondo termine , ed — 

'• ■> ! . .. .. ' - - 1. 2. 

*.(«— i)(n— -2) 

— ■ ■ ec. pc 1 seguenti 

* 2 ■ 3,* ' * ■ - . - ir .» 

t 

l • 

*•“ ‘ .11 • 

V ■ . • • i 
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| 88 . foglia elevarti ay , + 4 * flit quinta paletta. 
H prodotto da stabilirsi è , ' . r 


( ay )*— ( 4 * )• 

e quindi i termini di tal potenza senza cofficieoti 
Oarauno 

* 

1.° (ay)‘ . W=» 

а. °(»y) 4 x4* 4*=i 

3.° (ay) 5 X(4*)* «»=:» 

4 ° (*y)’X(4*)* «=3 * 

5.® (»y) x(4*>* vi- .«i=4 

б . » (*yy w= 5 

ed i coefficienti del secondo e terzo termine , e 

5 S. 4 

di quelli del 5° e del 4*- saranno — — , cioè £ % 

ì ì . a 

io ; <md’ é che una tal potenza verrà espressa da 

(*y)‘+5(vTx4«+io(sy) J x(4*)*-f »ooy)*x(4*)* 

+ *(v’) x(4«)*+ 14* Y 

ossia , eseguendo le operazioni indicate da 
3ay°-f-3aoyx-|-i28<>yV-+.»5<Hy* 5 -4-aJ6<y**^èyf»a4*’. 

189. Poiché il binomio ( jr-f-a )"at"( i-p — )* si 

potrà anche dare ad un binomio da elevarsi a potenza 
la qui recata forma - y • il che facilita lo sviluppo y ren- 
ili 
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dendolo indipendente dal primo termine ; ed allora 
non bisognerà far , altro in fine , cbe moltiplicare lo 

sviluppo ottenuto da ( )* p er > affin di ot- 

tenere quello & t *-f « T i tot c» 'ttio*e adòpà4»si ne’ 
casi dell’ esponente n non intero e positivo , ove riesce 
vantaggioso. ; i ■ j . • * -, *• • 

” < , j ' ” * r 
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♦ •' 4 

y +m*' ", 
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CoXTISV'UlUKb UBILO STESSO ARGOMENTO DLL PRECEDENTE 
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igo. Passi imo ora a ricercar lo sviluppo del hi* 
n<jmio $*-fa)>S supposto che sia n un ninnerò qua-, 
lumjue. Noi seguiremo in quest» ricerca il metodo te- . 
liuto dall’ illustre Signor labuilli$r nella su# profonda. , 
opera intitolata Principiorum Culculi PifferenltalU et In- 
tegrali* expasitio elementari t , e ripetuto poi dallo stesso , 
Autore ne’suoi Elementi di Algebra al Gap. AHI., poiché 
un tal metodo uou solo «i sppibpa assai conducente per 
l’ ? saiter.Ea e chiana de’ principi su i quali è fondato; 
ma è pare quasi che connesso con la dimostrazione da 
noi data del i° caso di un tale sviluppo (7? 

'■j/t 6 idi V 

i gj i . Sieno due foratole , tali che «* 

M x*+A x—'+B +Cx*-* +0 

N x, + .Vr->+BV-+C'r’- J W “ 

(•a mmM . iHmvi wM sM #hm| m 



VA 


(*) Questo metodo del Lhnillier , conviene nel principio , come 
lo avvede , con qt>- U <" dell’ Eulero , per la dimo- 

strazione generale , ed elementare della forinola del binomio nel voi. 
XIX. de' itavi Commentarti dell’ Accademia di Pietroburgo , anno 
1774. Ma la facil riduzione di ciascun coefficiente di un tennin^ a 
quello del precedente ad esso , che qui appresso ti vedrà , è intera- 
mente dovuta al matematico: di Ginevra, ed à ài da riputo rù common 
ultima parte importante tu tal diraottraiuniz. MM ■atm> • 
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Ordinate per rispetto ad una stessa lettera è (*) ( A , 

C Q , A' , B' , Q' dinotano i 

' coefficienti della sr, e quelle che sono solamente diverse 
per r apice ' che le affitta , sono coefficienti di termini 
deir ordine medesimo ) ed esse formole si multiplichino 
ira loro : ciascun termine del prodotto avrà per esponente 
quelli de' corrispondenti termini ne] fattori, presi insieme , « 
risulterà dal multiplicare alternativamente f un di que- 
sti termini de' fattori pel primo dell' altro -, il precedente 
ad esso per lo secondo deli altro , e così in appresso , 
retrogradando sempre per un termine nell' un fattore, ed 
a vangando similmente nelt altro. ? • 

Cioè , per lo termine corrispondente nel prodotto 
e quelli che sono dinotati ne’ fattori rispettivamente da 
Qr— r , Q'x*— r , verrà esso espresso da 
Qx— .y + Px"—r-')-AV— .. + P'r— C— ).Ajs— > j 

La dimostrazione di ciò è chiara dalla natura della mul- 
tipli dizione. 

iga. Supposte che i coefficienti A, fi, C 

A'i B', C', » sieno composti in m , ed n rispettiva i* 

mente , come quelli della formala del binomio , i coef- 
ficienti del prodotto delle formole proposte , saranno si- 
milmente composti in m-^-n , che lo sono in m , o n 
quelli deli ordine stesso tosile formole date. 

W*' ^ — ma» . . v U dWdT h» m M w rn aw»» f") 

Dim. I coefficienti delle formole date , essendo 


* 




■*?* 


(*> Gai disposte in modo che oe' termini 
delti x vada» coattnaameaic ahhaaMBd» dia. 
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X«r-0, 
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i • «*» . W 

I. A 

m(m— i)(m— a) 

i. a. 3 

jn(m — iX m — *)(*• — 3) 


•o—o . 


1 . a 


n(n — t)(nt— a). 




i. a. 3 

n(n — i)(n — a) («— 3) 


ì. a. 3. 4 *- »• 3. 4 

m(m— i)(m— a)(m— 3)(m— 4 )«i(«—i)(b— a)(n— 3)(fi— 4) 


i. a. 3. 4- 5 

» « ■ t .4 


r. a. 3. 4’ 5 


«e. 


perciò quello del secondo termine del prodotto di tali 
formule dovrà risultare espresso da m-J-n (»9»)- 
Quello del tcrio termine di tal prodotto , sart 

«n(m— .) n(n— 0 am.n «(*—') 

(-m.n+ —ss- -H ~ + 

ì. a '»*. f a i.» »• a 

rrrtl H | () ^ 

p m . aav6«ON| mwM ||^p£ >• ^"ìn flftMt 

!> ■* ♦<» m.» n(n — ì) 

• ■) •. «»p#.-UA — * ■ - — - - 4 - — 1 ■ ”* 

e .. ». a ». » 

Jm m(m+B— >) n(iu+n— t) 
— + 




' ■ < ' =«< 

1-.^ »• a 

(m-J-it) («n+«— ») 

T ft . 
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Il coefficiente del quarto termine i 
d esimo verrà rappresentato da 

fc.- s»e 

m(m — 1 )(m — a) m(m — i)X» n(n — i)X«* «0 — i)(/i — a) 


+ 


■+ 


+ 


i. a. 3 il a * ì. a i. a. 3 M 

m(m — i )(m — •>.) 3 m(m — l )Xn 3/i(/i — i)X<n n(i 

+ : - + ■+ 


•a) 

: 


i. a. 3 


i 3 


m(m— i) (m— a>. 


f-r— r 


i. a i. a. 3 

am(m — r)Xn a n(n — i)X» - — 

+ f i r ,* 

lQ O-~~r ,» w 

■ ■» 

u 4 4 i^ " 0 -tO 


t- 4 

•• A, W 

m + n '’• /n ( m 0 771 


n 0-“00— *) 


T. a. 3 1 . a. ^ 

.ail -fe—? 

»V*'B k+. » '•<> ,. 


Ma questa espressione racchiuda nel vincolo si trova esse- 
precisameote quella del termine precedente , e perciò 
«4(m-(-n)(m-f.n — ì) 

uguale ad — ■ Adunque il coefficiente 

* •* *■• ». a 

ad 
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t c 


0»+«) lm+n — .) (m-f-n— a) 

tu 


i ’>->#• *• 3 

H cdrtUteitlt dtd q uinta termine di qtel prodotto 
sari espresso de * 
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Nel «pia! risulta mento ritrovandosi la quantità tomprp- 
sa nel vincolo uguale al coefficiente del termine gre- , 
cedente del prodotto ; perciò il coefficiente det Ter-’ 
mine presente del medesimo verrà espresso da 
(m-f-n) (m-f-o — >) (m-f-n — a) (m-f-n — 3) 

j 

1 . a. 3. 4 

* 'l < 

E così potrebbe prolungarsi una tal dimostrazio- 
ne; ma sebza eiò fare, si rileverà subito, che la legge 
* (inora ritrovata verificarsi , debba continuare ad aver 
luogo pe’ coefficienti de’ termini seguenti , subito che si 5 
riflette , che i fattori onde essi nascono procedono 
sempre con la medesima legge , e similmente le Ope- 
razioni che si dovranno fare per eseguir le riduzioni 
in quel prodotto. 

ig3. Scol. Ciò che si c dimostrato ne' due ledimi 
precedenti, ci conduce a vedere , che se si moltiplichino 
insieme 3» Corniole analoghe a quelle del- 

lo sviluppo di (*-|-a)"* , qualunque si supponga- 
no in esse gli esponenti m, n, r ec.', il IcTo pro- 
dotto debba esser anche una forinola binnmiale 
analoga à ciascuna delle proposte , ove però stia 
m-f-n-j-r-f-ec. per la m , n, r , ec. assoluta di ciascun* 
delle proposte per fattovi, 

ig4- Cor. i . E* quindi si otterrà 1 il quadralo , il cu- 
bo...... , la patema «-esima di una formala b inumiate , 

sostituendo da per agni dorè entra il suo esponente , il 
doppio , il triplo , o n- volte il medesimo. ^ 

iq 5. Cor a. Ed al contrario: ia radice p di una 
formolo binomiale ( ove p dinota un numero Intero po- 
sitivo ) si otterrà sostituendo dappertutto in quella for- 
molo V esponente della medesima diviso per p. 

Poiché al contrario con sostituire in questa nuo- 
va forinola Linouiale , invece dclUnsponcute che n ià 


j 
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'• .•* i . 

trova lo (testo p^eoo p *li volte » « ntowt «11* pro- 
posta. ‘ -, ** 

• • . ■* ’i i \ ' ( * * i • -i • •• ’i 

no*®**'' v 

« v——-- «f- -r • ‘.i — t- a » - 

Ìó6. Se m ed n tiene*.* interi paritari , dovrà estere 

‘ • . .r ? -v. 7 * ,«r . t) - >- . . 

*£. < ó ti 

(xA»ai * SSM * m r 4 ^ 

\* I "/ ***[ ' • % 


• *r*. -t <•> 

. . ./ f . -, 


?•* a 


> A 
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lAp .r. <• , . ,y, 
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sr 


?(t-) C-’-’H '•••••••••' 

' ^ ^ » • • -, H* ^ k • A 

t 1 I» lì. 3 . - 

t» 4 'TT" w ' ' 

Dim. Ciò è manifesto dal già detto nd yorpll. *• 
del Lemma a. 


ieohk'ma 


• ’.j * . ' d 

,. V. I. 'I , 

■ r. : 

Ui'e*Si 4 . ». • « 


. *- 444* . f ' '* *S.‘ 4. - <- .V «4. ■ ,. 

.97. I binomj (x+a)— " , ed (x+a)-^* svolgono 
aneli essi in formale binomiali come quella de' n.‘ >85 a 196 

m 

rispettivamente , ove però invece dì m, — si ponga —m 

,• ,. » , r »i /.• lvt«s ><r< . 'f*4H to . v • 

» *"tm ^ * 

.» . - * «I - a f». . ». * r+p%fi*yy • , 

• ZWm. Di fatti se 1» (viluppo binomisle di (*+«) f 
•i divido per T rio* (•+*)* ^ao*iei»to*arà ua’oltra 
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forinola binomiale , ove slavi n — p sostuito alla m, o alla 
p di una delle proposte , e quindi se p—n-\-m , sarà 
n — m cioè — m la quantità da sostituirsi nella foratola 
binomiale quoziente. Laonde ec. E la stessa dimostra» 
zione La luogo anche per 1 ' altro caso del presente 
Teorema. . 

A * / T E R. 

c 


. 198. B binomio (a-f-è)'" multiplicato per l’altro 

(o-f-b) — * dà (o-4-è)* x s=i 5 onde tale deve aneli’ es- 
sere il prodotto delle rispettive forinole binOmiaii 
in cui essi si sviluppano. Or la prima di queste è 
‘ m(m — 1 ) 

. — 'o-| *" — 'a' 


m(**“ L -i )(«-»-*) 




1. 4. 3 

e supponendo che la forma dell’ altro sviluppo sia 
m( — m — 1) 


m(- 


•*x- 


1. a. 3 

si vede che in tal prodotto , dal secondo termine in poi, 
vi sia per fattore del coefficiente 1’ m-—m~o , ond’è 
eh’ essi tutti svaniscono ; che perciò il prodotto cercato 
verrà rappresentato solamente da x m — "=ar°=i. Adun- 
que tal deve essere , quale si è supposta , la forinola 
binomiale (-r-f-a) — ". E lo stesso vale anche per lo svi- 


luppo dell’ altra , (*+o ) — r 


* 1, 


*7 


* 
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AVVERTENZE NECFSSARIE'Pl R CONVENIENTEMENTE SMLUPPARR 


IN POTENZA IN BINOMIO. 


*99. D binomio (x-f-sp* non dà per suo sviluppo S 
un'espressione di numero determinato di- termini , che 
nel solo caso che la m sia un numero intero positi- 
vo , progredendo negli altri., casi ali’ infinito una 
tale espressione, come è facile ad avvertirsi, non poten- 
do mai in Questi un fattore m — n de’ coefficienti dal 
termine n in poi divenire zero. È dunque della mas- 
sima importanza ghe in questi casi i termini dello svi- 
luppo vadano sempre decrescendo, «ioé, come sogliono 
esprimersi gli analiti , che la serie da esso espressa sia 
la più convergente possibile , perchè dalla somma di 
un numero di que' termini possa ottenersi , con quella 
approssimazione che si vuole , il valore dello sviluppo 
medesimo. 

•zoo. Or ritornando nuovamente alla forinola bi- 

nomiale- 1 * •**'■ ' ■ * ’ 

• » 

pi(m — i) m(m — i)(m — s) 

* "■ "■ ■ >" ■ »« «**— ~ s .. 

f , 2 IV »• . I -i V. • I A 

e scrivendola sotto quest’ altea forma 

a m(m*— r) «» m(m — t )(in — a) rf 1 

t" -r— i ■ ■ — ? ■ 1 ■■■ .■- > 

x i. a x» ì. o. 4 -»* 

si vede chiaramente che se il fratto — - aia vero , vi 
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un’ A t • m « i, 1 3 1 

sarà in tutti i termini della serre un fattore che va 

continuamente decrescendo , e con tanto più rapidità , 
per quanto più Vai piccola in paragone della x ; che 
perciò , ne’ casi in cni la m sia anch’ essa un fratto po- 

71 

sitivo o negativo , talché — , che perciò risultano an- 

»• •'*«•»» wm 

che frazionari i fattori del coefficiente di ogni termine, 
e quindi decrescenti continuamente, si vede chiaramen- 
' te , che 1’ espressione binonuale risulti convergente. ** 
aoi. Mei caso poi che la m suppongasi un nu- 
mero intero hegativo , laddove iL sia un fratto vero , 

* 

si vede , che avrà luogo il decrescimento continuo ne* 
termini dello sviluppo per questo fattore ; ma non 
perciò potrà dedursi per legittima conseguenza , che 
la serie compresa nef vincolo , la «pule iu questo caso 
è dèlia torma 

a a* - a*+* 

l Wl • | 1 » ' b • * * . . 1 ' ' . — 

4 : i. a jt* i. 1...Ì4-1 x"+» 

frisùW convergente «Spendendo ciò anche da’ coeffi- 
cienti che accompagnano le rispettive potenze “ delta 


— ne’ termini «iella serie , e quindi dal valore della m 

f - ' . Ut 

per rispettò alla x. E ciò era qui necessario ad esser 

con ispecialttà notato ; trovandosi anche da’ più accu- 
rati Analisti manifestamente detto nelle istituzioni di 
Algebra, che acciò la serie riesca convergente, bisogne- 
rà prendere ar>«z (’). Sarà pelò sempre ben fatto in 
questo caso di mettere la e=i. » ,* t . 


Ma ti a* 


**• "J* I 




T/ ~ . . e ’\ « i , SU» *>***-•• 

(•) Vagì gli £Mm. «ti Algobra ài Pieno Paoli.. 
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, . »oa. Ritornando nuovamente ai caso della m «- 

• . ■* o ft ' * »' 

spressa da + — si vede che la serie rinchiusa nei 
t -» • * “■ » ' ■ 

vincolo^ trovasi affetta dal coefficiente x~ ' , che per, 
ciò dovendo risultare essa scevra da quantità radicali, 
insogna che In x sia espressa da y , cioè sia pò- 
teu-^a perfetta del grado dinotato *dal denominato- 
re dell’ esponente fratto del binomio } sicché que- j 

• » • « , \ . J» * .. * v 

sto venghi espresso da [y-^-a ) r . 

• I seguenti esempli mostreranno ciò che si è fi- 
nora generalmente indicato. • •? 

K, v » « i » % ; . • .f 

Per un' esponente negativo 

E SE M PIO I» , » 

- . . ! 

i ’ . 

ao J. Sia proporti a svolgere ùi serie per mesi so 
iplla formula b inumiate il fratto *• , . 

/ 

•>*v * " • ■ 4 t •'> 1 / J 1 (*' . k* % 

Se un tal fratto si ponga sotto la forma ■ ~ m. > y 

' ' ' 5 ' J ’ »+i 

S».. - * - ' ■***'<j .» •— l . 

troverà, paragonandolo col fritto — a -esser* r=l, 

m \ ‘ •■•«•< ■ ’*■«’ * (jp-f-o)"' 

assi-, mssif , « fìtte le sostituzioni d riduzioni indi- 
cate nella forinola del n.® aoo , si otterrebbe per que- 
sto caso la stessa serie data nel n. # ioX 

Che se pongasi aceti — i ; e si facciano le soslitu- 

aioai coma poc’ ansi , si otterrà per — = il se- 

»j,.* i ■.!* ri .m, 0 Ttl •* 
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»m" Ai 1 1 » k a» ìJS 

go«nte sviluppo convellente 1 ’ » • ' 

I !.. 

i 1 . . . . . » 

3 9 »7 8i . <* 

- , ... *V 

Finalmente riflettendo clic — — i 

4 4 3 -^.i 5 — i 

e«l eseguendo lo sviluppo, si otterrà, per quest' ultima 
riduzione, la seguente serie più convergente delle prece- 

4 , i 1 s+ 

denti- (»--- + ) 

5 5 #5 ,2 5 . 

, E nel modo stesso procedendo innanzi , _ si 
bero ottenere pel fratto 5 delle serie sempre più conver- 
genti. * i ■ . • . „ . -1’ V.'-. 


• *»•>•••• 1 

Esempio. Q. 




*®4- proporto a $volgere àe 


il 




• ■> 

(* •• '*V* 

1 » 


Pongasi 3=4 — 1 , sicché 3 fratto proposto prenda 


- i 


Informa ^ i oooooo te <4— ,)-»aoo~ Eseguendo 

lo sviluppo col porre nella forinola del n . 8 100 *= 4 r 
1, m= — 1000000, essa prenderà la seguente forma 
I ioooooo>< 1000001 1 


/ t * a uuv T°o 

( 1 — ÌOOOOOO x L — 

^1 oooooo V. , ^ 1 , -, ~ 


-X — - 
li 


1000000X1000001 X100000 a v ' 

*' '• ■ - y * 

. •: u .. i.,- «... w. y» 
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ao5. Ritornando però 4 quello 
to per questo caso dello sviluppo 
in serie , si vede anche dalia serie. poc’ anzi espres- 
sa , che un tale sviluppo ne' casi particolari non 
può essere di alcuna utilità nell’ Analisi Algebrica. Im- 
perocché nessun vantaggio si potrà mai ottenere dallo 

svolgere in serie la frazione ove a dinoti un nu- 

mero , e poi si vede che una tale operazione obbli- 
gherebbe ad elevare alla stessa potenza n un numero 
di un’ unità, maggiore di a , quando lo schuBmento di 
questo si abbia voluto condizionare nella mauicra più 
vantaggiosa V sicché sarà assai più conducente il rap- 

~ ~ 4 * « 

presentare come conviensi il fratto — , elevando da arin- 

a" r • 

cipio il numero a alla potenza cercate n. Non cosi pe- 
rò ne’ casi dell’ esponenti frazionario , che ora parti- 
colarmente considereremo, ne’ quali la formola del bi- 
conduce ad ottener» le rabici de’ numeri con 
ona conveniente e rapida approssimazione ; e serve an- 
• che Vantaggiosamente in molli casi nell’ Analisi Stti 
Mime. 


t :< 

che è stato det- 

di un binomio 


&-* tri ,5 V , s •-* p -I 

Per un esponente frazionario. 

r J <{ 

* . . ' V « -, 

. • a-» i #rr/s "* — » *-*•*• •> 

yf ^ 1 ftV' \ ~ C % ~ l%r.N ,ì\‘? f* 


200. Si vuole estrarre la radice quadrata da 2 
cioi si vuole svolgere in serie Va- 

Se pongasi 1— 1 -|_ i ; per mezzo della seconda 
fcrmola esposta nel g. 0 200 , ove m=i si otterrà 
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t e 1 t’Aittk I A 
i i 1 5 7 ai 

V*= t ■ + h ^ h •*• 

a 8' >6 ia8 a 58 ioa 4 

Che se pongasi a= 4 — a ** otterrà h» seguente se- 
serie un poco più convergente. _ ^ 

, # . - i A* » ' V "'• { •» 

Vw=(' + --- + — ) , 

E continuando a decomporre 3 a nelle due parti 
49 i ; 

— e (") sì otterrebbe là serie assai più' convergente. 

,5 * a5 S " ' ' “ ‘ r ■■ •/••• 

7 \ l’I 

v«= — / * -f * M| . « ■»" *+' . e. % < « 

5 v 98 3744 y ù i -, • 

E si otterrebbe un* Serie anche più cenvergen- 

X. , 289 1 . 

te della precedente, se pongasi a=s- 

ctesso per altri casi. 

Esempio II. 


1 

307. Svolgere in serie il fratto — =s=a — s 

V» 

e»- W 

Si scinda il a in uno de'binomj già indicati nel 
precedente esempio , e poi si esegua lo sviluppo delle 
foratola aoo. , ove la * i uguale al primo termine di 
questo binomio , l ’ a al secondo col segno ebe esso 
ba , e 1’ m = — 


t 


(*) Cioè moltiplicando 3 a per numero quadrato aS , e pai 
operando radicala icindimcnto ; 
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SCOLIO. > - 

208. Oltre al metodo esposto di sopra per estrar- 
re per approssimazione le radici dalle forinole binomie 
della forma x"-{-a , ove n sia il grado della radice , 
1 ’ Halley un altro ne espose nel voi. delle Transazioni 
Filosofiche del 1694. , che per la faciltà , e celerità 
con cui conduce ad una grande approssimazione delle 
medesime non deve e^ser trascurato , come lo è , in 
quasi tutte le istituzioni di Algebra , non trovandosi 
esposto che negli Elementi del Lacaille pubblicati dal 
Marie , ed accennato nelle Note agli Elemeuti di Al- 
gebra di Muterò. 

-> fin tal metodo che riduce immantinente la pro- 
porti estrazione di radice del grado n a quella di una 
radice quadratica , vèrri da noi esposto nel seguente 
Libro. 
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Coji'SEGCENIE C*e DRMVAMSI DAI. Ci». XIV. 

■*f< ' ■'•'.< «.<**• '*>■* <rl fi 1 - <7 •« ■' . •• . 

» v >*» fi '»- • maiHWRM 1 1 


•; . / -» j. *r - 4 ' - 1 

*og. Se i due binomj (*-f-a)* ed (*— *> a)" A 
sviluppino nelle «loro) cerri sponde ali forinole bino- 
jniali. , { -4, cbàaro che queste 1 dovrà uno essere iden- 
tiche nel valore de’ termini , <e solamente aver di 
contrario segno quelli che contengono le potesse im- 
pari della a , cioè il seconda il quarto,, ed ics 
generale tutti i termini de’ luoghi pari ; che perciò 
se quelle due forinole binomìati si sommino tra le- 
so , dovranno distruggersi questi termini ; e sola- 
mente trovarsi in quella somma i doppj- de’ termini 
impari , vale a dire , che tal son»ma sarà quanto il 
doppio di una di esse espressioni binumiali ^ ove sienst 
soppressi tutti i termini de luoghi impari , c quindi 

espressa 3a ' > 

A ' * » • * ’■ * + 

. *( er-t) !*(*— iX n — aX»^ 3 ) a‘ 

— ‘ " r ??r v , ‘v* ,, “ ) 

' ì. a j 1 . a. i. 4 x * * 

m t ♦ / 7 t? »• !•* t> i .4 •» t . » • * 

aio. Che se al contrario- si fosse t una «pressione 
bino mia le sottratta dell’altra , per esempio la seconda 
dalla prima , si vede facilmente che sarebbero dispani, 
i termini de' luoghi impari, e restati solamente in tal 
aoaau» Ài doppio di riesdÉn de* termini che sono ne* 
luòghi pati , . «riè sarebbe essa risultata della seguente 


»8 
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n ( n — 0 (”— ») fl * n(*i— i)fn— aX»»— O a *> 
t-r- 3 — ' 7 -) 


1 . a 


. *3 


-*~ 

' x s 


t. a. 3. 4 . 5 


oii. Quindi se la a fossa una quintili ins- 
ta aginàrià , ‘tal eht> b\ f — 4 ; ». tede che quella^ pri- 
ma espressione dinotaste la aeitama delie due for- 
inole Linomiali proposto ..jàauUcrebbe reale e-/ della 

forma 


MP 


C- 


n(n — t) b * n( 



■ . X- --Pr . *..* * 


)0 


Xn- 3 ) *». 
e» « 4 . ,***-< 
a». 3» 4 • -» 


) 


ed el contrario 1* espressione della loro'dHFetei 
imme^in n ia e della forma seguente 

-• <•*»«-'-* 4 , <■;. -to» Onesto*» 

*— 4 - — *- — ■ — 

x I. 


-.fa' 


jtot »imairs% 


- n(n— .X»— a)(n— 3)(«— 4) ’.P 

*■ ■ ' , >■■• - x .. » v . ■ ■■•’ . m 

- 1 . *t j. 4 . I" •' it> * 


flè pof per intuizione , ebeein questo 
e tprmola Innondali in cuj si svilup^ 


ai*. S**intendè 

c«0 ciafctfna delle „ ^ „ -j—*rr 

pa fr hihotoìò (*•+;£ V"~0"» qualunque sia F esponente 
® » sia un’ espressione della forma A+BV — 1 , “ove À 
*“ dinota 'mtti'i termini impari di quello sviluppo , che 
'.sono quantità reali , e B 'tutti "? termini de" luoghi pari 

• J. . # • 4 , tf* , { * X| # - , 1 0 r 

ciie rsotoo immaginar) , e uè’ quali si è cacciato per 

fattore cornane ìl V—' - ' • . • *- *'■’■- * " . 

E quello ohe hi questo numero si 4 1 detto, deve 
• versi «<W«.s»uKCÉwea»iuol continuaaioue a quanto si 
«lèse..gié-aai.n,* e. > .--v . 

a*Ì. Chiuderemo qui l’argomento Sello sviluppo 
di un binomio in serie , indicando la maniera di ado- 
perare la stessa forinola Innondale nell' esprimere la 
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potenza n di un trinomio , quadrinomio , ed in gene- 
rale di un polinomio qualunque. Sia di fatti 
un polinomio da elevarsi alla potenza qualunque n 
si pouga a-^-b+c-\-ec.—y \ prenderà quel polinomio, 
per tal sostituzione la forma di un binomio, tal che 
(x-{-y)”i ed eseguitosi lo sviluppo di questo nella sua 
forinola binomiale corrispondente , non resterà poi a 
far altro, che di sostituire ad y , jr*, y i .y m le lo- 

ro equivalenti espressioni a+à+c-j-ec. (a-{-fc-|-c-|-ec.)’, 
(a-J-6-f-c-|-ec.) 5 ....(<i-f-à4-c-f-ec.)* 
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ly. i. 0#l ria#r<* loto*, • quantità «i 
4ice Problema. 

> *‘*4 A* M. ilguim ^i limimi é ^nrrnr 
Quelito : I» cdae«jt talqOesfto zi -dera fW tfcritarc jj 
chiamano Adi ; <d S mezzi ài connessione tri» f Jori 

^ ’1 quesito, cioè il loro i rapporti ,i_ 

«lodevoli zi « fe umaon tfmdit&ni'tol Paohtemev Vek al» 
** mmglf Àe I*POa«, suddette sono essenziali alk 
natura del Pr^jflj»^, anche qualora m Im W 
/Sibile la «oIiuìod*. 


* 


Digitized by Google 




. H 1 E t« m 1 1 i i 

317. Scol. s. L'arte «li chi risolve un Prohlema 

algebricamente consiste hi saperne convenevolmente 
contrassegnare i dati fc ’I quesito con simboli , impie- 
gando^ le prime lettere dall’Alfabeto ge’ dati, che 
dieonm anche quantità note \ e le altime jpel quesito o 
per quelle altre quantità da cui si può esso immedia- 
ta mante derivare, le quali .chiamami perciò incognite-. 
indi poi bisogna che da que’ dati si discenda al que- 
sito per mezzo delle coudizioni , esprìmendo queste in 
linguaggio algel)rìc?V' il che fatto, si potrà sempre quel 
rapporto che costituisce ogni condizione di un Proble- 
ma , 'qualunque esso siasi, ridurre ad uguaglianza , che 
dicesi Equazione. 'A d ii-M < tJk JA 

318. Def. tu. Equazione è dunque ogni condizio- 
ne di un Prohlema espressa in linguaggio algebrico, e 
ridotta a pareggiamento tra le note, e le incognite del 

* * « * # T I Y Ad» 

*19. !• inalmente conviene maneggiar questa equa- 
zione in modo , che 1’ incognita resti da quelle gran- 
dezze eli,* sono note espressa e determinata ; il che si 
dice Risolvere l' equatione. ** '* * 
y 15 ». fcd ecco alcuni esempj atti a rischiarare ciò 
che si è detto. 

• kf*m<y * JI4M> mk X ** 4** 

c •'• •<*** Diviétn M tarparti ideile 

psaii.fi usa con Sem ga 4’ dèw -ino' n é*» «**■* «I * 

*A I & knem Ib.M M>«i)é 

-tv Si vede chiaramente che qui il dato sia il numero 
da dividersi, il quesito urta delle due parti in cui esso 
VU0« divni-rsi; e la condizione , che una di queste sia 
zoo- volti* 1’ altra; ciò premesso, eccoue la '* 

*e*h*éa d 
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V' Si esprìma per a il numero dato , e per * 1» par- 
te minore , sarà 1’ altra parte, guanto a~~x. Ma la cem» 
dizione del Prohlema vuole cbe questa parte 
volte la prima ; che perciò vi sarà pareggiamento tra 
e — ■* , e '1 centuplo .di * , ciqè si avrà la seguente 

equazione 

✓ 

\s * ’*v> +r****’\ * id 


**» **rt • i* 


* . ? •< -*j 


1 ir* 


i », 

\v > Jn< 

àia/Tri 

|*< V •? 


■- 1 » f f >>1 

P R Of ’L E M A ir*. ; * ’ *• •* 

1 n t.'O ,*» f S i • Ju . O flM » 

Trovar due numeri , de* quali sia dato t* ec-* 
cesso di uno sulV altro ,' «1 lóro prodotto. 

?*• . ja» i» < i rf cj t « Va* 

s o c o z * o ■ *. «- tv. •**% 

» #• . i-làvqilf* il) ’ì 

Si esprima per a l'eccesso dato , e per b* il pro- 
dotto anche «lato; è chiaro, che se il numero minori' 
si dinoti con ±, il maggiore d«>vrà esprimersi con 
«+ x > ina essi moltiplica?! insieme debbono produr- 
re b*. Adunque vi sarà pareggiamento tra ' 

e ò*; il che darà la seguente equazione a quel Pro- 
blema. * 1 ■'«* \rafcvg «I ha 

*» 4- ax = 6* ' : ”** 

.... .«{■•• (# *. tV .■■■'? ..»•> 

- T ». \ .'ri. 

, *•••••»• *1. • t > 1 ■ »* > r • i • r •» j* li if 


1 j J • » 4 Va* 


«Mt «rrval .k . -i.*' 
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PR fi B'ti E M A tll. 

^ t> • 

1 f * ■* v . . 

••■>g»ab. Ritrovar duo numeri , de’ sia dola la 

dtfkrmua , -a > pródoito éd[ mainimi a dalla fon* 

aroma et **•, * • » • •» » «• '■■•'« ! •;>, -.a 

» >1 ••>» >■«— ■ . f «» .»•••.•.,. , Mt» -f; 

M et»* fot'* ■! *-■» ’ » • * •■* 

*•** * r • 

La differenza data si die* «, a quel dato prodot- 
to si chiami ò s , si esprima poi con a il minore de’ no- 
meri cercati ; Kaltn» feri» dinotato di ; e per 
condisione del Problema, dovendo essere U prodot - 
10 ed si arci l’ equazione 

.v «e« 

•M- Scoi. I precedenti tre Problemi potranno be- 
ata re per ora di rischi Parvente a quello ette si è detto 

di sopra. Or riflettendo sulle equazioni che da essi 
sono risultate si osserverà subito tra esse la d i fiere n- 

*1 9 B i . ‘ 'tm / pt f t*T •-* ’ * j r w 

za , che in quella del primo Problema l’ incognita x 
ha in luti’ i termini ove s> ritrova l' esponente i j 
mentre nel secondo ritrovasi un termine con l’espo- 
nente e nel terzo Problema anche con 1’ esponen- 
te 3.; e potrebbe in altri casi aver pure il 4 » >1 5 » 
ed in generale un qualunque esponente n intero posi- 
tivo. Or ciò costituisce, come vedremo in appresso, 
una gTadissima differenza tra le equazioni pel loro 
maneggiamento, e tra ì Problemi onde derivano. 

a*5. De/. ìv. Ogni equazione ove l’ esponente 
dell' incognita non eccede P* si dice di primo grado. 
E si dirà di secondo , dà tono grado ; ed in generalo 
dal grado n un’equazione, 6e in essa, yi sia qualche ter- 
mine ohe abbia per l' incognita l’asponente a, 3 n; 
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*26. Def. v. Le equazioni di i° grado si dicono 
anche semplici, e si chiamano composte quelle di *° , 
3 ° «-grado. E la ragione di ciò la vedremo in ap- 

presso. 

227. Def. vi. Per ogni Equazione, l’espressione 
algebrica che precede il segno di uguaglianza si dice 
l° membro dell’ equazione ; e si chiama a° membro 
1’ altra espressione che segue un tal segno. 

228. Def vii. Un’equazione si dice ordinata, se tut- 
ti i termini di essa., che contengono 1' incognita si tro- 
vino nel i° membro , ed i termini noli nel a°. e di 
più, essendo composta , se que’ termini del i°memhro si 
trovino collocati secondo l’ordine degli esponenti dell’in- 
cognita , incominciando dal massimo. 

Cotesto ordinamento è fondato sul seguente 

l , • • • * - 

TEOREMA 

229. Ogni termine di un' equazione può ad arbitrio 
cancellarsi in un membro , e scriversi nell' altro col sc~ 
gtlo cambiato , senza che si turbi il pareggiamento. 

< • ■ 

Dim. Imperocché col cancellarsi in un membro un 
termine, vi si è venuto ad aggiugnere esso stesso col segno 
contrario ; che perciò affinchè non si turbi il pa- 
reggiamento , bisogna che 1’ aggiunzione della stessa 
quantità si faccia anche nell’altro membro, ove verrà 
quindi a comparir quello col segno cambiato. 

a 3 o. Scol. 1. Che perciò 1 ’ equazione ordinata 
dalla proposta • 

x 3 -}- b x -f- c r= ax 3 m 
sarebbe x 3 — ax'-\-bx=zm — c. 

t i, 1 { . r* 4 

a 3 1. Scol. lì. Per mezzo del Teorema poc'anzi 

'9 


*46 

■dimostrato si Tede chiaramente, che può anche tnlt* in- 
tero un membro di un’ equazione distruggersi, facendo- 
ti ricomparire nell’ altro co' segni cambiati ne* suoi ter- 
mini, ed in tal caso l' equazione si dirà ridotta a 
aero. 

Cosi, nel presente caso, laridotta a zero dell'equa- 
zione proposta sarebbe 

x s — ax’-f-òx-f-e- — mero. 

a3a. Bisogna però avvertire, e ciò per evitare un 
errore ordinario , che quel o ( zero ) che r,ip pre- 
senta il a 0 membro, non dinota già che il 1 “ membro 
sia assolutamente il puro niente , nel qual caso sareb- 
be vana ogni ricerca su di esso 1 ; e nullo il maneggio 
per la risoluzione delle equazioni composte , il qual 
si esegue ordinariamente dopo una tal riduzione a 
zero, ma esso è un simbolo che dinota, che effettiva- 
mente si distruggerebbero ti* loro i termini del i° 
membro, ne’ casi che, per l'incognita x si sostituissero 
que' valori determinati che sono il quesito del Proble- 
ma , donde deriva quell' equazione. 

a33. Con poca riflessione che siasi fatta su i pre- 
cedenti tre Problemi , ognuno si sarà accorto , che nel 
primo di essi si cercavi un solo numero ; mi atre nel 
secondo e terzo se ne vogliono due,; ma che ngl primo 
vi era una. sola condizione, e negli altri ve n’ erano 
due , come era ben naturale ; poiché cercandosi {lue nu- 
meri, ed essendo perciò due le cose ignote, due rapporti 
distinti dovevano anche esservi tra esse e le quantità 
note. Or nelle so’uzinni da noi date , avendo rappre- 
sentata coux una delle due incognite, cioè uno de'dne nu- 
meri cercati, ci siamo serviti di una delle condizioni per 
esprimere l’altro numero nel primo; e dell’altra di 
«sse ci siamo poi valuti per 1’ equazione al Problema, 
\ dalla quale risoluta , ottenutosi il valore di un’ inco- 
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folta, presto se ne deriw quello dell’altra , per mezza, 
dell’altra condizione. Ma se le incarnite si avessero vo- 
luto rappresentare l’una distintamente dell’ altra , allora 
ciascuna condizione avrebbe dovuto costituire un’equa- 
zione distinta ; e sarebbero perciò state due le equa- 
zioni a ciascuno di. que’ due ultimi Problemi , come duo 
sono le incognite in ciascuno di essi. 

In felli sia l’ no de' numeri cercati espresso da ar , 
l’altro da y ; si aeri pel a 0 Problema 


x—J-n 

1 . Equazione 

xyz=b k 

9. Equazione 

• pel 3.° Problema 


x—y—a 

1 . Equazione 

x'y — -y'xxzb 1 

a. Equazione 


Ed in altri eaai ove le incognite fossero tre, • 
tre le condizioni per determiuatle dalla note, U Pro-. 
blema avrebbe tre equazioni , e cosi in seguito. 

a34- E ciò ebe qui si è veduto potersi operare 
nell'un modo o nell’ a'tro ; talvolta conviene di neces- 
sità farlo , riescendo intriga tissimo , o anche impossi- 
/ bile a potersi cammio facendo nella soluzione espri- 
mere ciascuna incognita per l'altra, fino a pervenire ad 
un’ equazione con una sola incognita. Che perciò si 
vede , ebe i Problemi possono manodurre ad una sola 
equazione con una sola ineogn ; ta , o pure a più equa- 
zioni con incognite anche diverse , altrettante però in 
numero, quante sono quelle incognite , non potendo es- 
servi completa soluzione di un Problema, ove non siensi 
stabiliti tanti rapporti con quantità note, quante incognite 
distinte vi sono : dico distinte o distocie , cioè tali , che 1' 
una non sia conseguenza dell’ altra. Ciò non ostante, ove 
avvenga che il numero delle incoguite sia maggiore di 
quello delle condizioni , fino ad uu cerio seguo , 1’ Al- 
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gebra ha fissati de’ limiti tra'i quali deve contenersi cia- 
scuna quantità cercata ; e noi in appresso non tralasce- 
remo anche di farli conoscere. 

»35. De/. vili . Chiamansi Determinati que’Proble- 
mi ne’ quali le incognite , e le condizioni sono al nu- 
mero stesso. E chiamasi determinata ogni equazione ad 
una sola incognita. « . .• « 

*36. De/. ìx. Che se poi il numero delie incogni- 
te sia maggiore di quello delle condizioni 4 allora il 
Problema dirassi Indeterminato ; ed Indeterminata dice- 
si purancbc ogni equazione che, abbia due o piu inco- 
gnite. 

a3j. Def. x. Quella parte di Analisi Algebrica , 
che tratta de’ primi Problemi , e delle equazioni ad 
una sola incognita dicesi Determinala , e chiamasi In- 
determinata quell’ altra ove considerami le equazioni ed 
i Problemi Indeterminati. 
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• ell’ Alcebra 

CAP. n. 


t4» 


Della joitikiu. di apparecchiare oh’ equazione. 


a38. Allorché proponesi a risolvere un’ equazio- 
ne , o puf clic essa risulti , coni’ è la sua origine , da un 
Problema sciolto coli' Analisi Algebrica , la cosa alla 
quale conviene far attenzione , prima di adattarvi 
le regole pel risolvimento , si è di convenevolmente ap- 
parecchiarla , dei che noi tratteremo in questo Ca- 
pitolo. 

, a3g. Le regole da seguirsi a tal proposito , sono 
le seguenti. 

r * 

REGOLA I. 

* . ' i 

a4°- Se ne' due membri di un' equazióne vi sieno 
termini simili , conviene contrarli , il che si esegue , o 
ordinando V equazione, o pure sommando quelli che sono 
in ciascun membro , e poi distruggendo ne' due la mi- 
nor somma , con aggiungerla ad essi col contrario 
segno. 

» \ 

Cosi 1* equazione 

x 3 — •ajr , -J-3&=5:r — jx'-±%b . 

si riduce all’ altra 

x 3 -fA=:5x— 5x* ' 

che ordinata diviene 

x 3 -j- 5x*— 5 xz=z—b. 
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REGOLA IL 

»4 l * *T* tuli' i termini di un' equazione si eoo mul- 
tiplicali per una stessa quantità , bisogna dividerli per 
essa. E se avevano un comun divisore , conviene molti- 
v plicar per esso l'intera equazione. 

*, 

» Per tal modo 1’ equazione * 

ax % fr\a'x'fr-Sa i xz=a > ' 

- si riduce all’ altra 

E 1’ equazione 

i* 4 a'x % 5 a i x a 4 

m m m m 

gi riduce alla seguente 

* s 4 . 4 a'st' -J- 5a 3 x = « v 

REGOLA III. 

*4n. Se ne' termini dell'equazione proposta vi sia 
qualche fratto irriducibile, nel cui denominatore vi esiste 
l incognita dell' equazione , luti' i termini dell' equazio- 
ne debbono moltiplicarsi per tal denominatore , o per 
qualche fattore di essa. 

Così se si abbia 1’ equazione 

a .• 

*’-j ex 

b—x 
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moltiplicando tutt’ i suoi termini per b—-r ( essa 
diverrà 

far**-. x’-j-a ss cfa>— ex* 

cioè ordinandola ne’ suoi termini, e moltiplicando cia- 
scun di questi per — i , affinché il primo termine di- 
venti positivo, essa diverrà 

x* — (/>-j-c)x*-|-cix=a 
E nell* altra equazione 

a* — uè* 

= y — e 

acy — c* 

moltiplicando ■ suoi termini per a ey — t* , o almeno 
per %y — c , perchè svanisse l’ ignota y dal denomina- 
tore, essa equazione diver.à 
a 1 — ab * 

= 3c?-f-c* 

c 

che ordiuata è la seguente 

a s -r-aè* — c* 
iy' — 3cy— — - — — - 

c 

REGOLA IV. 

a43. Se nell' equazione ordinata il prima termine 
si trovi affetto da coefficiente diverso dall' i j bisogna 
dividere 1' intera equazione per tal coefficiente. 

Cosi l’equazione 

ax’-|-èx*4.cxr=m 

* t i. 

b c 

*’+ •— x’4- — xz=m 

> ~m '• 1 
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a 44 - Ma in appresso mostreremo ancora per qual 
•via possa un’ equazione di quella forma trasformarsi in 
un altra libera da coefficiente nel primo termine , e nel 
, tempo stesso da divisore. 

B E G O L A V. 

a45. Se nell' equazione proposta s' incontrano ra- 
dicali irriducl9ili , che comprendono sotto del loro segno 
V incognita , bisogna liberamela. E ciò si esegue isolan- 
do in un membro dell' equazione uno per volta questi 
radicali , e poi elevando i due membri della medesima 
alla potenza dinotata dall' indice di quel radicale già 
isolato. 

t • 

/ 

Cosi nell’ equazione 

*’=V(n-*’)+& 

trasportando il b nel primo membro , si ha 
• x s — b=z\/ («* — x*) 

ed elevando a quadrato , essa diviene libera dal radi- 
cale , e della seguente forma 

x 4 — aAr’-f- A*=a’— x* 
cioè x 4 — (2 b — i)x*=a’ — b' 

E P altra equazione 

cY^x a -J-aVx~»* 

trasportando l'un de’ termini affetti dal radicale, siali 
quadratico , nel secondo membro , c poi elevando a 
cubo divieue 

c’x’~m' — 3m\jY/x-f-3a*»7ix— - a*x^x "* 
e di nuovo isolando il termine — (3m*a-j-a ! x)\/x affet- 
to dal radicale 5 e poi elevando a quadrato i due 
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membri e riducendo, essa si troverà interamente Ubèra 
da’ radicali , e nella s egri ente forma ordinata 



3<x*m\r i m‘ , 

— *Hé W 

I c ‘ 

E la medesima equazione di. sopra proposta si 
sarebbe anche potuto ridurre in forma razionale còl 
porre «=/; nel qual caso essa ad un tratto si sarebbe 
trasformata in ,* 4 **»■ 
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Similmente l’ altra equazione 

^=V( °y+y~' a\f(ajr— y') ) 

elevandola a quadrato diviene 

jr* =zajr -fjr* — a\J{ay — y' ) 

la quale, isolato il radicale rhe in questa si contiene , e 
quadrati di nuovo i due membri, e finalmente ordinando, 
si riduce a 


cioè 


*y'=ajr 


a 46- Le operazioni prescritte nelle due ultime 
precedenti Regole sono necessarie per poter anche de- 
finire il grado di un’ equazione , non potendo questo 
assegnarsi che solamente quando l’equazione non con- 
tiene l’ incognita nè per divisore, nè sotto a segni ra- 
dicali. 
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*47- Talvolta ti può ridurre un' e<juaxioHC%. divi- 
gualche fatture compatto. i 


Coli M aeU' equazione 
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ri trasportino lutt'i termini nel i*. membro, essa diverrà 
y l +ic i y*— -ibey-^-b^csso 
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cìi'è divisibile per y—rb \ ed eseguita tal divisione t 
li vedrà essa ridursi ad * ' r * 1 
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Della maniera di risolvere le rQUaziom 

^ DI If. GRADO. 
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PROBLEMA 


Risolvere un'equazione determinata di l*. 
grado. ' ■ •' ' '' ' 1 


- • - A 


»£ohis. Allorché siali ordinate una tale equazione, 1* 
incognita si troverà nel primo membro per moltiplioa- 
tore comune di tutti i termini del medesimo j che per* 



fare le riduzioni necessarie , ove ne occorrano. 
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de’fratti , si avrà antqx-\-bmsqx-\-mnqr— cmnqsx4-pmns, 
che ordinata , e poi t« aiuto, come si è detto di sopra, 
darà 

pmns — mnqr 

. ■ - <m.| • rr^J 

•* a : - 1 .. anqs-j-kmqs — ■Cmttqs sr '*■ >« r 

I 

E se liquazione data fosse stata 

or ir ' c 

•i* - *! $ * ■ typ* 1 ■■& n 1 » ... 

siccome il %n e f l 4* fattori de’ primi due denominatoli, 
sono sum multi pi iti deli’ 8n 5 ch’èl’altio denominatore; cosi 
basterà moltiplicare quell'equazione pel prodotto, di m ' , 
di p e di-8* 5 * cioè per e si. otterrà la. ridotta 

libera da’ fratti 1 . * . .. , . 

- > i ^apn i x-^-^bai a n'x~cpm? 

dalla quale ti 1 , ha '*• * -■ *t : 
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Dii mareggio di hu equazioni si I®. giudo cor altmt» 
TARXR lRCOORWfi» REA GITESI U> LLLIMllUTA Ut QUELLI. 
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i5o. Allorché sci risolvere uà Problema deterrai* 
<4!‘it ijuejlto comprendeva più incognite, noi 
$1 è potuto far uso (lolle condizioni di et» mono noi, 
<peY pervenire cosi a stabilire fon- quest 1 ultima l 1 equo* 
rione finale al Problema ; SU diè ciascune condizioni 
ti è espi essa per una equazione separata Ina quelle in- 
cognite (*) , lo quali equazioni non «imo perciò , come 
ti vede , equazioni al Problema ; ma rapporti algebrici 
tra le quantità del medesimo, da derivarne poi ('equa- 
zione tuddetta , ad uua sola incognita ; in tal caso é 
necessario che si conoscano le regole per pervenire a 
questa equazione finale : ed è di esse che passeremo 
ad occuparci. 

a53. De/ zi. L’equazione determinata che de- 
rivasi da più altre equazioni con altrettante incognite, 
dicesi eliminala ; ed il metodo, qualunque siati , onde 
si fa di volta in volta svanire qualche una di quell* 
incognite nelle equazioni proposte , minorandosi coda 
rispondentemente il numero di queste , si chiama eli» 
minaiione deli' incognite. 


(•) Talvolta ciò li esegue anche potendo direttamente pervenir 
li all' equazione tinaie -, ma pitch, il* guai modo si U «In- 

aiane del Pi ubituia. 


s Rotondi* Googlfe 


4 


V 

• i i V A * * m * « a. *5$ 

aS4 Da quel che fu già detta si «ilei» , che 
le equazioni proposte per l'eliminazione, debbano essere 
separate tra loro , cioè che non ve ne sia alcuna che 
derivi per conseguenza di mi’ altra: perchè in tal caso 
esse noti esprimerebbe! o già condizioni distinte del 
Problema , ma una stessa condizione , e ’l Problema 
per conseguenza, mancando del numero Necessario di 
condizioui per esse determin ilo , resterà indeterminato. 

355. L’ importanza di questo argomento delle eli- 
nùnaziuui , e le difficoltà che s’incontrano nel carnali^ 
so per pervenire all* eljuiinuta , ha fatto sì che gli Ana- 
listi si sieu molto occupati di esso , donde sono risultati 
varj metodi più o meno conducenti , ansi più o meno 
praticabili , secondo i Casi diversi , i quali noi qui , per 
l'eliminazione tra le equazioni di j,° grado, compren- 
deremo ne’ seguenti due , che chiameremo Metodo per 
sostituzione , e Me'odo dì inserimento , indicando anche 
le principali varietà de* medesimi. 

- METODO PER SOSTITUZIONE. 

jf. h >> »’ r^-tta'S. il ' 1 ’vtr' «*é* 

i56. Questo metodo consiste in prendere in una 
delle equazioni proposte il valore di una incognita , 
come se le altre fossero grandezze note , ed andarlo 
poi sostituendo selle altre , sicché quell' incognita' ven- 
ga a disparire. O pure si prende hi ciascuna equazio- 
ne il valore di una stessa incognita nelle altre, e questi 
valori si pareggiano poi tra loro ; il qual metodo det- 
to più specialmente di pareggiamento , è una immedia- 
ta conseguenza del precedente con cui i abbiamo per- 
ciò connesso. 

E se le nuove equazioni , che debbono anche es- 
tere una di meno del numero delle proposte, conten-t 
gaso ancora più incognite, ai continuerà ad operare 
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«é! modo sfesso poc' anzi detto , Bnò' id ottenere 
1* eliminata. * •/*> / •* ■ 
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spressione delta x netti £ è^helle quantità éote a e ('* 
•ostituitr netta sèeoitdA: equazione darebbe felicitati 
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dal qual valore della ,y si otterri poi , per mezzo 
della sostiti» ione di esso nell’ espressione di sopra tro- 
vata per la x, anclie il valore di quest' altra incognita. 

, ,O f pmrs -?i risolvano k due equazioni per rispetto 

•i'f X, JÙ* ppt.^filo ad f , si avt£ y Bì ».j 

' l«.t o*. t «kfcireijb 1 '*’!*'* t *v! * <4 «.» * s,.i 
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«be perciò dovendo la * avere lo stesso valore nelle 
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t*>P*r simmetria di c»HWo , i coWSeienti dtUa «tessa itìco^nita nell, 
divewe equaiiooi ai adirano segarne «eh Se «tesse lette*, alte quali 
w* *i «%»soodelk virgolette dette apùi, 

*' r 4 riunir, iùseuipto , «d i seguenti. 
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dell' A l a z ■ e 1. i$i 

due equazioni, si avrà col pareggiamento di qut'secon- 
di membri la seguente elitnilata 

c — by c' — b'y 


che maneggiata convenevolmente , darà come poc’ anzi 
ac' — a'c . • 

y— 

» ■ ab' — a'b 

Ed ottenuta l’ incognita y , ò facile il vedere che re- 
sterà determinata la x , con sostituire il valore della y 

c — by c' — b'y 

nell’ equazione * = ■— — - , e nell’ altra - -- ■ — . 

a a 

Esempio li. 

258. Sieno a x-\-b y - |-c z — m 
a' x-^-b' y+c' x ss: m' 
a"x+b"y+c"x = m" 

le tre equazioni proposte. Si .^prenda in una di esse , 

m — by—cx 

nella prima , il valore della x , eh’ è — — - , il 

« 1 a 

quale si sostituisca in ciascuna delle altre due , che 
diverranno perciò 

a—by — ex 

a' x h b'y+c' x = m' 

1 a 

m — by — ci 

«'X 1- b" r +c"z = m" 
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nelle quali vi sr.no le sole incognite y , z : e da 
esse si potrà ricavare, come nell' esempio precedenr 
le , i valori di y , z ; e per mezzo di questi , e 
m — by — et 

dell’ equazione x ~ * quello della x. 

a 

O pure si prenda in ciascuna di quelle tre equa- 
zioni U valore di una stessa incognita r, si avrà 


p dalla 1 . 


dalla a. 


m — by — ci 
x s= ■ ■ ■ 

a 


m'—1/ y—c'x 



m" — b"y — c"z 

dalla 3 . * = 

a" 

i quali valori pareggiati tra loro daranno luogo alla 
due equazioni in x , y , cioè 

m—by — et in — b' y — c z 


a a 

m — -by — cz m" — b"y — c"z % 



dalle quali si avranno poi, col metodo stesso, i valori 
di y , *, e quindi quello della x. t 

359. Senza moltiplicare esempj, è evidente il pro- 
gresso dell’operazione per ottener 1 eliminata da un 
qualunque numero di equazioni; e solamente conviene 
avvertire, che nell’eseguire i pareggiamenti delle diver- • 
se espressioni del valore di un’ incognita , conviene 
sempre scegliere , nel pareggiarne due , quelle che pos- 
so» condurre all’equazione più semplice. 
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»6o. Che se nelle equazioni proposte, o in alcun» 
di esse, non tì si contengano ad un tratto tutte le in- 
cognite , in tal caso non fa bisogno di nuove rego- 
le pel maneggio delle medesime ; ma anzi le ope- 
razioni prescritte sopra generalmente vi restano faci- 
litate. 

Cosi se 1 ’ equazioni proposte fossero 
a x-j -b y — m 
af x-f-c' x — m' 

V'y-Y e"x = m" 

Eliminando la x dalle due prime equazioni, si avrà la 
seguente equazione in y ec. 

ma' — i ba'y—am ' — ac'x 

la quale combinala colla terza delle proposte , darà i 
valori per y , x , e quindi poi quello della x. 

MÈTODO D’ INSERIMENTO. 

261. Sieno di nuovo le due equazioni con due 
incognite 

a x+by s= c 
n'jr-j -b'y = / 

egli è chiaro , che se fossero uguali i coefficienti a , 
a della x , o pur quelli b , b' della y , allora si 
potrebbe ottenere l’ eliminata in y , o in x con la 
somma o sottrazione delle equazioni proposte , se- 
condo che que’ coefficienti uguali si trovavano essere 
di contrario segno, o pur del medesimo. 

Cosi supponendo a=a , e positivi tali coefficienti, 
si avrà , per la sottrazione dell’ una equazione dall’ 
altra 

(b — b')y—c—c' , 
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Ciò posto i chiaro , che si potrà far uso di questo 
metodo per ottenere i’ eliminata o,ni qual volta , es- 
sendo disuguali que’ coefficienti di una stessa incogni- 
ta, le equa/.ioni proposte si apparecchino per tal modo 
da farti divenire uguali. 

262. Il primo mezzo che si offre perciò è evidente- 
mente quello d' introdurre per fattore in ciascuna equa- 
sione il coefficiente dell’ incognita da eliminarsi nell’ 
altra ; cosi l' equazioni proposte, operando in esse per 
eliminar la x , prenderanno la forma 

aa'x-\-ab'y ~ca' 
aa'x-^-ba'y—ac' 

che per la sottrazione di uua dall'altra daranno 1’ eli- 
minata in y 

(ub'—ba')y~ac' — ca' 

* Ed al contrario se si fosse voluto far svanire la y , 
la forma di quelle equazioni sarebbe stata la se- 
guenti 

ab'x—bb'y — cb' 
ba x—bb'y =r be' 
e 1’ eliminata in x sarebbe 

(ab' — ba')x—cb' — be' 

a 63 . Che se le equazioni proposte fossero state 
tre come nel n.° a 58 ; in tal Caso si eliminertbbe Ja 
x col metodo poc' anzi esposto tra esse equazioni due 
a due . cioè combinandone una con ciascuna delle due 
altre : si avranno per tal modo dne equazioni in y , 
x , che trattate similmente condurranno a’ valori dcllq 
tre incognite. E lo stesso si praticherebbe ne’ casi che 
fossero quattro o più le equazioni proposte. 

264 - Il metodo esposto finora ne’numeri 262, 263 
sebbene agevole pel suo andamento , contiene però in 
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se un inconveniente rimarchevolissimo in alcuni casi t 
quello cioè d'introdurre de’fattori superflui, nelle cjua- 
zioni sulle quali si opera I' eliminazione, i quali princi- 
palmente trattandosi di equazioni letterali , rendono l'eli- 
minata assai complicata, e soggetta a riducimeali non sem- 
pre facili a ravvisarsi; e ciò dipende dv che per rendersi 
uguali i coefficienti di quell'incognita che si vuole elimina- 
re bastava di moltiplicare l’un di questi per un fattore 
solo del coefficiente dell’ altra. ' 

aGS.Ad evitare un tal inconveniente, si è cercato 
di andar dritto a rinvenire questo fattore, che bisogna 
intro lurre in mia equazione , perchè il coefficiente di 
un’ incognita di questa che vuole elimiuarsi divenghi 
Ugua'e a quello della stessa in un’ altri equazione; il 
che ha dato luogo alla seguente modificazione del poc’ 
anzi esposto metodo ' 

aGò. Sieno a x -\-b y—c 

a'x+b'y=c' 

le equazioni proposte; e dinoti n quel fattore da in- 
trodursi nella prima", perché volendosi eliminata la * 
dalle due equazioni , sia anzzjf ; si avrà per quella 
prima equazione l'altra 

anx-^-bny zz cn 
dalla quale sottratta la seconda verrà 

(ari — a')ar-f-(/in — b']y — cn—c 

Ma la anzza' , e quindi n — ove il fratto — si 

1 a a 

suppone ridotta a'suo^ minimi termini . Adunque per tal 
sostituzione svanirà effettivamente l’espressione in x } e 
si avrà 1’ eliminata in y della srguente forma. 

( b')y = C ^-c' 

a a 

C)oè ( bu — ab' )y — c ti —ac" 
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eh' è precisamente la stessa ottenuta di sopra (a6a). 
Che se la n fosse stato al contrario quel fatto* 
re che doveva rendere uguali i coefficienti della y per 
dare 1’ elimitata in x , allora sarebbe stato bn — />"=o, 


b’ 

ed n — — ridotto a minimi termini. 

« b 

367. Or quando fossero tre le equazioni e le in* 
cognite , come 


a *-f-£ J'-f-c z — m 
a' x-[~y y-\-c' x — m' 
a"x+b"y+c'\ = m" 

s’ incomincerebbe dall’ introdurre in una di esse il 
fattore n , nella priora per esempio , ed in un’ altra 
il fattore k , che sia la seconda , e poi da ciascuna di 
queste si sottrarrebbe la rimanente, e si avrebbero per tal 
modo le due equazioni 

(a n — a")x-^-{b n—b"')y-\-{c n — c")z~m/i — m" 
(à'k—a")x+(b , k—b")y+(c'k—c")z=km'—m" 


E volendo che in queste scomparisca la x , rimanen- 
do così due altre equazioni in y , 1 , bisognerà ad un 
tratto supporre an — a"s=o ed a'k — a // — 0 , le quali 

a" a" 

equazioni daranno per nei i valori — , — - che so- 
stituiti in quelle equazioni rispettivamente , daranno 
le ridotte in y , x , dalle quali poi si passerà all’ eli- 
raitata in una di esse solamente. 

E ciascun vede quel che dovrebbesi fare , se vo- 
levasi in quelle equazioni eliminare la y , o pur la s, 
in. vece della x. 

268. E potrebbesi anche dopo di aver introdotta 
nella prima il fattore n , e nella seconda l’altro k , sommar 
queste due insieme , e sottrarne poi la terza , sic- 
ché si abbia 1‘ equazione 
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(an -\-a‘'k—a // )x-^-(bn -\-b'k — b")y-\~(cn -j-c'A— c // )* 

—mn-lf-m'k — rrt" r.-. M 

e supponendo ad un tratto die sia 
an-\-a k—a" =zo 

bn+b'k--b"=o • 


co] maneggio di queste due equazioni , si avranno tali 
valori per le incognite n , k , che sostituiti nell’ equa- 
zione M farebbero svanire i termini affetti da x, jr, e 
resterebbe un’ equazione nella sola *, cbe darebbe 
il valore di questa incognita. 

Ed ognun vede bene da se quello cbe sarebbe 
stato uopo fare per aver tale equazione nella sola x 
o pur nella sola y. 

269. Dal detto ne' due precedenti numeri sarà 
agevol cosa il rilevar la regola da seguirò per applicar 
questo metodo di eliminazione a quattro equazioni con 
quattro incognite, o anche a maggior numero di equa- < 
sioni con altrettante incognite. 

370. Ed un tal metodo si potrà anche convene- 
volmente usare nel caso di più equazioni con altret- 
tante incognite , le quali però non si contenghino tut- 
te in ciascuna equazione , come per la forma più ge- 
nerale di esse , o non per altra ragione , abbiamo noi 
supposto che fossero negli esempli recati di sopra. 

37 1 . Considerando at tentamente i valòri-the risulta- 
no per le x, y dalle due equazioni del n.° 257, i qua* 
li sono i seguenti 

b'c — cb' ac'—ca' 

*= y — 

ab'—ba' ab'^—ba' 

e gli altri che per le * , y , s si banno dalle tre equa- 
zioni del n.° 258 , cbe sono 


f ' 


1 


* 


' < 
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(be' —b" c]m" -^-(brrt'—b' m)c"—^ctn m -b" 

{ab'—ay—U’— /c)b"+(hc'—t/c)a" . 

— (ac' — a'c)rrt" — a'm)c" — (cm' — c'/n)at" 

• (ab'— u' b'ft" -*-(oc' —a' c)b" -f- (be' — b'c)a" 

-j .(ab'—a'b m"+(am'—'/m)b"J r (bc'—b'c)a" 

* ~ (nb'-a'by'-^ac'—a'cy'+tbc'—b'cy' 
ed a questi due casi aggiugnendo anche le formolo 
\ ' .. rappresentanti i valori di quattro incognite risultanti dal 

maneggio di quattro equazioni , ciascuna delle quali le 
comprenda tutte , sarà fàcile il rilevarne la regola onde 
comporre tali espressioni , senza aver bisogno di ef- 
fettuare il calcolo ; e questa regola si vedrà poi aver 
, luogo anche quando non avvenga , che le equazioni pro- 
poste siano complete per rapporto al numero delle in- 
cògnite , ove si abbia però l'avvertenza di supporre in. 
ciascuna equazione l’ incognita mancante come affetta 
dal coefficiente xero. Ma noi senza impegnarci «qui in 
tal ricerca , ci limiteremo a dare , per quest’ oggelto , 
la bella regola del Signor Bezout , per la quale non 
solamente si hanno le poc’anzi d Ite formolo gene- 
rali ; ma possousi esse anche con fàciltà comporre all' 
istante , senza nè essere obbligato a ritenerle a me- 
moria , nè ricorrere al libro onde valersene all’ uo- 
po ('). 



V 

(’) '''SS*»! la Teoria generale delle Equaùoni numeneht del 
ftlguor Bcaout. 
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Per calcolare tutti una volta , o. separata- 
mente i valori delle incognite nelle equazioni di 
primo grado letterali o numeriche. . * 


372. Sia un numero d’incognite x , y , * con 

altrettante equazioni ; ed i coefficienti di ciascuna di esse 
nelle diverse equazioni ridotte a zero sieno rispettivamente 
«, a 7 , ee. per * ; b, b', b" ec. per y ; e, e", et. 
per ........ ed m, m', m" ec. i termini noti. 

ì .* S’ intenda il termine noto in ciascuna equazione 
moltiplicato anch’ esso per un’ incognita f ; e di tutte 
quelle incognite e di questa se ne faccia ad arbitrio 
la combinazione xytl , purché però una volta combi- 
nate con l'ordine cbe si vede, si conservi esso sempre 
lo stesso. ' ’ .... 

a . 0 Ciò posto si sostituisca in quel prodotto, di volta 
in volta , invece di ciascuna incognita , il suo coefficien- 
te nella pria» equazione , e cambiando il segno ne 
termini di luogo pari , si otterrà per tal modo T esprea» 


aytt— bxtt-^-cxjp— -mxyt y 

che dirassi prima linea. ' tJ’ 

3 c° Indi in questa prima linea sii cambj ciascuna inco- 
gnita^ contro il suo coefficiente della seconda equazione , 
tenendo pe' segni la stessa regola poc’ anzi data , sic- f 
chè ai abbia la seconda linea. 


(ab'—a'b} j/— ( oc' — refe )jri -j- (am' —a'm'jyt -f- 
(b</ — btc)xl — (Jm r — b'm)xx -f- ( cm ' — c / m)xy 

•a è , . i ' "V ■ « a m. * 

4 -, Similmente in questa seconda linea si cambf 

2* 


? . 


♦ à 


*: - 


.1 ..... 
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ciascuna incognita contro il suo coefficiente nella te> 
* za equazione , cioè la x iti ni' , * la. ^ in b " , la x in- 
c' , e la / in m" , continuando a ritenere la stessa re- 
gala pe’ segni,* 4 «4 la ierwM*em. 

.»-nnr. 

[ (ab'—o'b) è? )al' y— 


[ {ab'—u'b)m''—{am'~a t ^b''^(bm , —b'my’ ]i+ 

[ (ac — — (ami— a' m)c"-\-(cm' — c'm)a" ]/— 

e così si contNtfkàfrelxbe i ima tiri , se il numero* 
quattoni e delle incognite fesse maggiore di tre ," 
ad ottenere per un* ultima linea quella il di cni 
è dinotato dal numero delle equazioni. * V 

-*' 5. Ottenuta quest’ tikima linea, ebe nei presente 

caso è Interza di sopra espressa suotterrà dac questa 
arbitroria mente il valore di quella -incognita elicsi vuo- > 
le , dividendo ii coefficiente di .questa { clic tro- 

vasi nelle precedenti linee fatta 1» riduzione Si tutti f 
termini óve’ una stessa incognita è -fattore comune) per 
ìtfi'ollo efae in questa- stessa ultima linea si trova appar- 
tenente *11 incognita introdotta. Sicché nel caso presen- 
te si avrebbe ' -4 ■'. v ■■•m* <r,* j»4 > m 

—\(b i: '^'c)m''~(bm'—b'my'+(cm'—c'm)V r ] 

X — gì 1 ..ri..,,, - 


«/ 


- .r — - 


(ab'—aby'—(ac'^'clb''±(b t :'--b'c)/' 

1 +K®' -/ — ■‘ 1 ' J ’)Tn"~*-(om / +—a'ntjc' / -p (cm' — -c't»)a // J 

■— "Si t .'?"»-!■ >■ « rs ■■'viorf! ys 

\ut>'— a'.b)c'— (ac'-^-a'cW' ^c'—b'Jp' 

— [ [ab' — a'fym ' / — 


(at,'— a 't>)c"—(ac'— a'cYT^bc'— b't)a" 

' f' , i ' -jj \ t. ». 

n;3. I! metodo esposto in questa Regola ha anche 
il vantaggio di poter dare sepaft tara* nte quella delle 



4 


dell’ Algebra. i 7 i 

incognite che si vuole, o alcuna di esse solamente^ fa- 
cilitandosi in tal caso il calcolo delle diverse linee so- 
praindicate. Poiché in questo caso non bisognerà con- 
servare in ciascuna linea che solamente que termini in 
cui contiensi 1' incognita che cercasi , e 1’ incognita 
introdotta. £ volendo solamente i valori di due incognite, 
x , y senza tener conto delle altre , si terrà solamente 
conto di (pie termini, ove esse e la t scontrano ; e cosi 
in appresso. __ . _ . ^ 

aj4* È ora necessario di far vedere che la regola 
data di Sopra regge ancorché nelle equazioni proposte 
non si bovino in ciascheduna tutte le incognite. 

Sieno perciò le equazioni 

+ by , + * ,=s o i 
* - * e •’ ’ a x + « » -J- m := o 


tu 


A" 


b y c' v -f- m" == o • > - •> q 

Stabilisco il prodotto xyz/, introducendo per mol- 
tiplicatore delle m , m m" la nuova incognita '/ j e 
poi da quel prodotto ^ricavo la prima linea. 

ayxt — bxxl- — mxyz 
da questa ottenga la seconda' linea 


-ac'yt-^-am'yx — ba' xt-if-be' xt — bm xi — a'myx — c'rnxy , 
o pure , nell' altra forma , 

r » 'X 

— <*c'yl-\-[am'— ■a'm)yx — ba xt-\-bc' xl — bm'xz — c'mfy. 


J 


. tC. f #• 


P^sso quiqdi alla terza linea 
— ac'b"t-\-t/</ m"y-\-(am' — a'm)b"t — (am' — a 
— a'bc"t ■Jpa.'bm'z — -be' m"x -b-bm'e' ' x-^-b" me x 
o pure ridotta a 

—(ac'b , '+a'b<S')t+[ *—<SHÌ)b / '+<Sb„t / ]*-. 
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•dalla qua la si ba t - >'• '■ t, . 

( m ' c "—m"c')b+b"c'm ] 




a</b"+a'* i" . 

(am' — a' m)c' 


il 


ac 'b"-\-a'bc" 

— f (am'—a'm)h"+a'bm" ] 

' L ________ 

' • ac' b" ^-a'bc" 

che sono i valori di esse incognite tali quali sarebbero 
risultati con qualunque altro degli esposti metodi di 
eliminazione ; e che soddisfano alle tre equazioni pro- 
poste, ed al Problema ond’ esse derivano. 

a^5. Per maggior esercizio nella presente Regola 
proporremo il seguente esempio di equazioni a coefficien- 
ti numerici. 

Sieno le quattro equazioni seguenti. 

-|- 3j: — 8=q , , 

3 u + ijr—< 9 = o 

4-r + — »o = o , . . . „ 

, %y •+■ * — io = o 

Formato il prodotto uxyzi , la prima linea sarà 

i < - | i • i . • 

axyzt — ìuyzt — 8 uxyz 

la seconda linea 

— 4xitq- i&xyz — t 
' o pure 

—\i rzt—&*y*—gyzl -f- 6 uzf— 57 u y*— 1 6iuw 
la terza linea ‘ ^ ^ 

— . 1 aa*-f- 8 oxx — %ùyz — 1 ixy-^i’jyi 

-f*8oyz— i8n/— • WQnx-e-8w+64H»-r4ÌWfs . 
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E finalmente la quarta linea sarà 

38/ -|- 1 fm-}- 1 1 4r+7& c *+* 3 ® w 

Dalla quale si ricava u rr ^ 


i5a 


* ~ ~3g~ » C10i 1 » x ~* » ^= 3 » *=4- 




a; 6 . Non stimo fuor di proposito di qui notare, 
die prima del Bezout, anche il Maclaurin diede nel suo 
Trattato di Algebra in due Teoremi generali, nna regola 
generale per ottener le incognite da più' equazioni da- 
te, senza eseguir le operazioni algebriche indicate ne* 
due metodi di sopra esposti a 56 , e e che una 

tal regola sarebbe anche più agevole e facile che 
l’altra del Bezout , se non mancasse di quella sua par- 
te . importante che riguarda i segni de’ tcimini che co- 
stituiscono il numeratore e denominatore de’ valori di 
ciascuna incognita. ( V eg. le pagg. 86 ed 87 della 
versione francete del suddetto libro ). 


\ 
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CAP. V. 


* OsamiVAzioin sor ha alcuni casi delle eumis Azioni. 


-, ** ' j * »/« - V 

077. Se njai nel cercar 1 ’ eliminate di pivi equazioni 

con altret'ante. incognite, adoperando U regola, del 
Bezont , avvenga che in una linea sparisca alcuna dell? 
incognite , in tal caso le corrisponderà il zer.q per 
espressione del «10 valore^ { _ , tv 

Così 1 ’ equazioni proposte essendo . , . . 

•- • ar -f* ^ 4* 5 * — *3 3 = ®A ì,ì. 

ix 4 - 5y 4 . a» -*r 3>o -m «rvr *) 
5x -f* “JX •+■ 4* —-•43 se- o <i, i -, 

si avrà per prima liuea 
per seconda 

— 1 iyt-^-6yx — iyxt-\-loxx — lo6x/ 
e finalmente pér terza 

—37 */ — 8 i_y — 135 * 

nella quale non trovasi più la x ; che perciò secondo la 
regola stabilita al n.° 373. 

— 1 35 — 81 o 

— 37 — 37 — 37 

cioè sarà x ~ o 

11 che dinota che dae delle tre proposte equazioni ad 
arbitrio, soppressavi la x, erano sufficienti alla risolu- 
luzione del Problema cui esse corrispondono ; ossia 
«he ciascuna di esse è compresa neile altre. 
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syB. Pn caso il più rimarchevole nelle eliminazioni 
(ì è quandó nel corso delfc operazioni che si fanno per 
giugnpre all’ eliminata , si pemene , adoperandovi 1 
metodi esposti ne’ numeri a56, e aGi ad equazioni i he 
sono tutte la stessa , rioè identiche ; di tal clic U Ire# 
numero si restringe ad una. la tal caso siccome restano 
indeterminati i valori delle incognite in qncst4 -tale e- 
quazione ; similmente indeterminato dovrà essere il 
Problema donde sono traile quelle equazioni proposte. 
£ ciò deriva da che in tal caso non è che apparen- 
temente il numero delle equazioni quanto quello delle 
incognite, mentre n’ è realmente minore , essendo tuia 
o anche più di queste equazioni socie con le altre, cioè 
conseguenze di quelle. E si verrà in cognizione del grado 
d’indeterminazione del Problema , cioè del'numero delle 
equazioni che sono conseguenza , ossia delle condizio- 
ni deficienti , dal vedere quante sono le incognite con- 
tenute in ciascuna di quelle equazioni simili di cui si 
è detto. Di tal che se le incognite siéno due, il Proble- 
ma mancava di una sola condizione , ed era perciò 
indeterminato per un grado ; se tre, mancavano al Pro- 
blema due condizioni, e cosi in seguito. Ma su di 
ciò noi ritorneremo ad occuparci in appresso ,1 ove si 
tratterà de’ Problemi e delle equazioni indeteriainate ; 
e per ora basterà in riscbiaiimento del già fin affli 
dello il seguente 

Esempio 

379. Sieno le seguenti tre equazioni 

a*’-4-3by-— f- 5z-f- 6=0 * 

3x-f- y-\- 5*+ 5=o 
I0X-J-8y-J- l4*-)-23=0 

nelle quali la terza evidentemente non è un’ equazione 


-A 


J 7 é * ' E l E M B B * I r 

separata, ma connessa con le altre due, dentando dalla 
somma di queste , di cui ne è il doppio. 

Maneggiando tali equazioni con uno de’ metodi 
esposti di sopra , si troverà , che eliminandosi la x dalla 
1 . e a. equazione, si perviene ad avere 1’ equazione 
' -_y_J-ii*-j-8=:o 

e similmente eliminando la stessa incognita tra la se- 
conda e terra equazione si ottiene un’ equazione iden- 
tica alla precedente, il che dimostra l’ indeterminazio- 
ne del Problema cui corrispondono quelle tre equazio- 
ni , per un g.ado. 

a8o. Trattandosi le equazioni proposte colla regola 
del Bezont si conoscerà che Vesti indeterminato il Proble- 
ma allorché diviene zero qualche una delle linee del me- 
desimo; e si conoscerà di qual grado d’indclerminazio- 
i ne esso sia , dal vedere qual linea è quella che liswt , 
identica ; di tal che essendo 1’ ultima , sarà esso inde- 
terminato per un grado , per due se sia la penultima > 

e cosi - .C6i.it». 


«A* 




raif 

■* * • ..is •■*•**—' 


*v 


. 1 » . J 4 

i nm — ■■ 


i h 1» 


v * 


, l- s» 

- V 


. ' ■ ... ’ \f V, 

t 


i, 

■•re- *> - • ■ f 

a ' 


Oìgitized by Goog^le 


Otti’ A li' 6 E B R i. 

r ^c’à vr * * 


®*77 


* Di alchui Problemi determuuti' ni t. calco. 

*. • . i . .•« .»*■. .** ’»•* . ■*#* • » 4 « \ 

\ * • * * » •*• *-• ** v - ' v . S *%*- i* , 

%*. . *• ì ».. ’€• » • . «**-* . \ 

/. 7 fu*'**'?** ' ■» » il^’^ V* , «4 »'V4' 

* ■» ’ 281 . Quante vòlte risolvendo un Problema si pervie- 

ne ad equazioné o wi equazioni con altrettante incogni- 
te al primo grado , il Problema diressi di primo grado ; 
ed in generale il grado di Un Problema ’ii dirà sempre 
lo stesso di quello delP equazione- alla; quale risolven- 
dolo si perviene, quando però questa aiaiasusceUiva di 
abbassamento. . . «1 .\ -«■<. - • r- <s.«i-p . — u r. 

ià t<li esercì uo di Problemi die qui recheremo ha un 
triplice oggetto , cioè quello di. confermar a«’ giovani 
le Regole date Ipel manegfio delle equazioni di i.* 
grado ne' dne precedenti Capitoli -, di niaauduvli lento* 
mente neH’ arie difficile del risolvimento chilo quistiotti 
CoH’-applicaaiune defli* analisi algebrica ; f finalmente di 
stabilire come conseguenze immediate , o cerne rifles- 
sioni su i risultamenti di taluni Problemi che a pro- 
posito recheremo, alcune jlt^e Regole importanti a co- 
noscersi. E questo Capitolo, come ognun vette , sari 
pel secondo dé’ sopraccefaaati , abbietti • 1' applicazione 

di quanto fu indicato nel $. 217. Scoi. a. 

-af. a**»» » ■ <»• * „ • i.r. ■ 

ajc r -j r- ! «L *1.» ; «. u •* , • « 


k.. f.b »„i» 
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citi. 


ai’ 
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*v t .< 

« va 


■A l> >» *1 . • Lai a ->« vai, 
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PROBLEMA I. 

iSa, Tre donne portano ciascuna un cesio con uno 
stesso numero di poma, ed incontrandone nove altre , cia- 
scuna di esse dà ad ognuna di queste lo stesso numero di 
poma dal suo cesto , ed in fine trovatisi quelle e queste 
avere lo stesso numero di poma per ognuna. Si di- 
manda ohe parte delle sue poma ha ciascuna delle prime 
tre data a ciascuna delle seconde nove ? j 

I • f 

Salsa. H sumero delle poma di ciascuno de' tre 
cesti essendo noto si eprima per a ; ed essendo igne- 
te la parte che se ne dà a ciascuna delle 9 donne in- 
contrate , questa si chiami x. Da ciò si vede che • 
quelle tre donne non resta, per ognuna, che a— epe di 
poma nel cesto ; e che ciascuna delie 9 , che ne ha 
ricevuto un numero x d# ognuna delle tre , verrà ad 
•vèrse perciò per sua porzione 3 ar. Or si vuole nel 
Problema , che dopo tal ripartanone risulti lo stano il 
•omero delle poma di quella a di questa. Adunque 
dovrà essere • 

* 3 * se a — 9* f ■ • ' 1 

equazione al Problema , dallh quale $i ha 

1 3 x ss a , ed * s= * q 

1» 

d *. • ^ a»'' « à % a M* 

che dinota che ciascuna di quelle tre donne aveva da- 
ta a ciascuna delle 9 la dodicesima parte delle poma 
che essa aveva. 

E volendo verificare una tal soluzione non bisognerà 
far altro che procedere cogli stessi passaggi fatti per risol- 
vere il problema, impiegando invece di *. Di lètti le 

. * 
s>> 


» 
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m 

prime sarebbero restate eoa poma a — - 9? as 0 — , « le 

la « 

seconde ne avrebbero avute — = — ; e tiuindi le «ne, 

; ia è e < 

e le altre lo stesso numero. 

• « •> ! «. * .. ,o„ . 


.PROBLEMA IL 

• f 

a 83. Dimandato uno che ora /ossei rispose ; te ore che 
debbono scorrere per terminare il giorno sono — di quel* 
le già scorse. Qual' oro era. dunque ? 


Solut. Siene « 1’ ore già scorse , quelle a scorrere 
per terminare l' intero giorno , sarebbero a 4 — x j ma 

queste debbono essere di quelle. Dunque l’ equa- 
zione al Problema sarà 



mai •> « .■•’tya ss 7» - • < " ' ■ ., >* 

, n-x ■ * PO v’ '■ * ' 

ed * = L- sa io — = io i; circa. 

« « * 


PROBLEMA 1U. 

v 

a64- Sono tre numeri , ed // primo aggiunto allo tersa 
parie del terso i uguale al secondo ; questo col terso 
del primo uguaglia il terso ; e questo terso supero il 
primo pqr ip. Si dimandano, i numeri ? tu li". S 

, * 

Sol. Sia x il primo numero rati f per 1’ ultima 
condizione di sopra esposta il tffio espressa .da„»+ 1 © 


i 8 a 


mKuiIMI, a 


Ma il secondo per la prima condizione è 

e per P altra condizione è quanto jr-4-io j- . Adun- 

i, • i n ii * V* -'*“*» N v v 

que 1 equazione al Problema sara 


1. fi 10 




. i 


3 


èioè *' v • ** 4.10 ar- ( 3o-w8»'" '* **■ 

• * ' ; • ' 4 * s =4 ° » estiva • 

E quindi il primo numero è io, il lena è *0 . 
e ’l secondo 16 -y . , 

• *. ~t * <*•'» -•*•* * •:»* • ; 

■ " ' - 1 ’* AL I T jf J». ? ••' «14 eteo.-rf 

| ► »e < » I * • 

a85. Sia x il primo de’ tre numeri proposti , / il 
eondo , z il terzo \ avranno luogo le tre seguenti equa- 
zioni , ciascuna per ognuna dalle tre condizioni di «0- 
pra stabilita , cioè sarà , * 

**,. . : *: -f * ^ t . ‘ *r 

« X 1 

1. *4.— = y 

.ir t k t litviM 


m 




V*. .%y —*• 4*»! »■>! », .. 

** '5 W" . ’.i,» .41 i| '«|VU *>•» 

I» 4* *r^l» d-..,,^4r *.*y 

E sottraendo le due ohimè l' aóa diali* nitri sari 


*• ■ /• f 1 

Slmilmente sommando la terza equazione colla se- 
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concia ridotta nella forma seguente 

* * < 


tè>k 


si avrà 

cS 


4 *-f-io= 3 j' 


s"/»**»* .*•»*“ v*« •. X, 'T * t *r. V « • " f 'V • v" *• i 

e paragonando queste «lue equazioni ottenute, ossia le 

due diverse espressioni di 3 y in x ricavate da esse d'we 

i •* % » ‘ ‘jp. £ v V 1 * • S M I , V* * » i - ** »i . •* -• ^ »*> 

equazioni ,, sarà ,, ^ •. ... ... ... 

* .... io • ^ .. 1.,-v» \ 

che risoluta darà arsalo. Quindi con la sostituzione di 
tfl jplojre jfcq. una delle due precedenti equazioni in x , 

y, sì sarà jr— i6~ J . E finalmente dalia terta dette 

a ..* n . %t rt’ V. it > .'iZ ■ ■- 

equazioni al Problema si avrà anche dal valore della % 
quello della x espresso da 20. ... } . 

286. "fi paragone 'di queste 3 hé’ isoluiioni può servir 
di prova per mostrare, che qugqdo può. rtescirsi ad 
dttenere una sola equazione finale ad un Problema che 
contenga più condizioni ed altrettante incognite, bisogna 
sempre farlo, riescendo più facile il maneggio di questa 
sola equazione, che quello di piu; «-.quindi più elegante 
la soluzione del Throhfema : poiché Ineleganza di una so- 
luzione algebrica dà un Problèma aritmetico consisto 
nell’ ottenani direttamente quell’ equazione ,-«A« scena*, 
ulteriori ripieghi , e col più facil maneggi© ne condu"* 
ca alla determinatone deli’ incognita principale stabili- 
ta nel Problema. . t * t . v * 

' *-.* q r l . • ij &• 

ai ? >• & * ‘ ♦' ^ A V» *s 

à , t *o«v e , 1 *;'» «"'«•* * »•-•# x» 

-!*. j* a * J v -Jr»* i k‘o 1 >s •* • 

*ab li , aKs^rJ.r ».? «et 4 J ai«*.o 4 p»* 

•sr*vf ©cau am m if} • { «aaw,*r»*>v» 4* *t»« 

» 
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PROBLEMA IV- 


1187. Una vasca riceva l'acqua da tre canali, da' quali 
il primo da se solo la riempirebbe in un giorno ; il se- 
condo in due ; il terzo in tre ; il quarto in quattro giorni. 
Si dimanda il tempo in essi quella vasca si riempirebbe 
dandogli V acqua i quattro canali insieme ? 


Solu*. Si» x un tal tempo ; e P acqua di cui è 
capace la vasca si dinoti per a. Ciò posto, siccome ita 
un giorno il primo canale dà a di acqua , nel tempo 
m darà ai. Similmente net tèmpo x il secondo canale 

darebbe a -^~ , e ciascuno de* due altri darebbe rispet- 


. ax 

nt» 


da ciascuno de’ quattro canali nel tempo * debbono empir 
U vasca. Adunque sarà 


+ OT . . 

— .+ x + 


«X 



ossia , sopprimendo il fattore comune a e moltiplican- 
do l'intiera equasione per sa per liberarla da frat- 
ti (a 5 i) si avrà 

1 2X-j- 6x-f-4x-f-3x= I * 1 
Ossia »5x = i* 


11 


1 = di giorno 


»88. Scol. Se da principio la qbsntità di acqua 
si fesse espressa con 1 , in rece di a , si sarebbe 
a dirittura ottenuta l’ equazione senza questo mol- 
tiplicatore da cui ha bisognato liberarla , il che 
serva di avvertimento pe’ casi mi età imo quan* 


* 
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thè data pud stabilirsi ad arbitrio di citi risolve là 
quistiona. 

PROBLEMA V. 

\ 

»8g. Un mulo ed un tu imo essendo gravali di bariti 
di vino, fu il primo a dolersi F asino con dire al mulo 
io sono sì gravalo , che se tu mi dossi un solo de' tuoi 
barili io ne porterei doppio nsiasaro di te ; essi il mulo 
rispose : eh bene danne tu uno a me, e saremo ugual- 
mente caricati. Si dimanda il nusssero de' barili che ciascun 
di essi portava ? 

Sola*. Sia * il numero de’ barili de' quali era 
gravato il mulo ; in tal caso s esondo il discorso fatto- 
gli dall' asino , questo avrebbe un numero di bari- 
li espresso da ix — 3 ; ma per la risposta del 'mulo 
all’ asino , togliendosi da questa quantità un barile , ed 
aggiugnendosi all* altra a , risultavano essi ugualmente 
caricati. Adunque sarà 

ed * ss 4 - 

Cioè il mulo portava 5 barili , e I* asino 7 

• * '* a 

problema vi. 

•• ' • .u 

• I 4 v * t ' • • *4 

190. Un Professore dimandato che numero di giovani 
apessc , rispose : la loro metà , insieme eoi terso e con 
la quarta parte differiscono dall' intero numero da' miei 
giovani per 10. Si cerca qu al foese un tal numera di 

allievi ? 

Solus, Sia * quel numero di giovani sarà l eqae- 


1 


I 

t«4 MllHii'ltl* 

««ione al" presente PreMmuà * »i- ; 4-;* *■ ^ ti »< ' 

i i i •**—*'-'*- 

X -J X -| -f- IO — x 

*t > ^ 4 

cioè gx-j- 4 x + 3 x+» v)=i2x 

ed 1 •■* "= . 1 ; *; -x ss >»*-»« iato < «.wM » # 

191. i$cot. li risnitamento -di qmwf» Problema è Un 
valore negativo per la *, il quale soddisfa a l^equaniom' 
donde si è ricavato , Vendendosi nglwli effrtttVamente 
i due membri dell** ntedestnta col sGstitfclré'* — -fan ad 
x ; ma Intanto conviene esaminai* còSa dinoti Un tal 
valore negativo dell’ incognita in rapporto al' Proble* 
ma proposto . Òr se riflettasi sulla condizione del 
pi^pOstb Problema? e quindi sull’ equazione del me- 
desimo , si rftevet# -facilmente che Je t» parti dei 
numero de* giovarti 1 , si disegnano alai Profes- 

sore , già sono MàggiWl <M1’ intero numero / menti* 

lai' ***' 4 dff tl »b • r^Ut„miar "4* 

^ , di una qu#muta sono maggiori 91^ essa; che 

perciò è contraddittorio il volere che eoa quéste più te 
si produca il numefCM-^e eiaicun vede , che il Problema 
ai ridurrebbe possibile, se si dicesse al contrario che quelle 
tre parlj superavamo il numero dei giovani per 10 ; nel 
qual caso risulterebbe pel numero ceiVato + lao. Adun- 
que uh valore .negativo dell’ incoguita in questa specie 
di equazioni indica, che là cfuislioiie in quel modo 
proposta non può aver luogo , includendo una contrad- 
dizione tìie ■*pt?*lógtìW‘W'ÌH#8gW# ^’c^i^elietUhnente 

Cambiar qualche coH bdPWhnfclàtidne del Problema 
nell’opposto. * ■ ■ * c **<*.;* vi 

e< *• 'J'r+L r t « . . 4 .-\ l +t + A JN +mu+M\ 


**■ 


«** ' 


■ I 
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PROBLEMA VII. 


ag a. Si- dimanda un- tal numero che dal tuo doppio 
sottrattone i , e dal doppio di questo residuo sottrattone 
», e finalmente diviso tal secondo residuo per 4 , questo 
quoziente sia quanto il numero cercalo meno 1> 


Sol. Sia x quel \mtnero ; sarà ax — i il primo 
residuo ; 4 J — 4 secondo ; ed x — > il quoziente di 

esso diviso per 4 i oud'é , che l’ equazione al proposto 
Problema sarà 

x — i r= x — i 

f. •% _ ■ ' . _ , , _ • ' «. i . 

ag 3 . Scol. Questa specie di equazione dicesi identi- 
ca ; e da essa , come si vede , in nessun modo può de- 
terminarsi valore della x ^ e ciò deriva da che iu effetto 
quel numero deve restare indeterminato e generale ;‘ 
mentre ciò che nel proposto Problema si dimanda , 
non già ad un numero speciale ; ma beasi a tutti i 
numeri generalmente si coiqpetc 5 ossia che al propo- 
sto Problema può soddisfarsi con un qualunque nu- 
mero. Di fatti pongasi 7 per la x , e preso di 7 il 
doppio meno 1 , cioè i 3 , e di questo il doppio mena 
» cioè u4 j un tal numero diviso per 4 darà per 
quoziente 6 , olle è minore per 1 del numero 7. 

Adunque ne’ rasi che l’ equazione alia quale si 
perviene risolvendo un Problema algebricamente sia i-. 
dcntica , il proposto Problema diviene un teorema , 
cioè quello ebe in essu si cerca è una proprietà del 
soggetto in quistrone ; e di fatti il Problema dì sopra 
proposto può nel seguente modo trasmutarsi iu 


.1 
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Se il doppio di un numero ti minori di i ; ed 
tl doppio di questo residuo minorato di a si divida per 
4 ; m otterrà per quoziente un numero minore del pror 
posto per i- * ► 


394* Bisogna però avvertire, che per esser giusta la 
conseguenza che noi abbiamo dedotta dallosservare che 
risolvendo un Problema si gi ugnava ad una equazione 
identica , conviene che la soluzione del medesimo siasi 
convenevolmente condotta, senza mai essersi tenuto conto 
due volle di una flessa condizione ; perchè in tal caso 
]' identicità dell'equazione finale non già da una proprietà 
generale del soggetto iu quistioue dovrà derivarsi ; ma 
bensì dalla condotta non esatta tenuta in risolvere il 
Problema. 

v,. Ssùp.tu. "^stt 4 

;t t*». 


a 1 '* 9 ti 
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DfLLA tATVnl DELLE EQUAZIONI DI 2.° GRADO , E DELLA 
MARltRA DI RISOLVERLE. 


iqS. Se si abbiano le due equazioni ridotte a 


* 

X 


m — o 
n = o 
* — 


zero 


il loro prodotto x‘-^-(m-{-rt}x-|-mn: 

rappresenterà , come si vede , un'equazione di secondo 
grado ridotta anche a zero , e completa -, poiché ne’ ter- 
mini di essa gradatamente si discende dall’ esponente s 
delTincognita fino allYsponente zero, dal quale si concepi- 
sce affetta l'incognita x nel termine noto mn. E se in un 
caso sia mas — 2, e quindi m-[-n=o, l’equazione di sopra 
esposta prenderà la forma 

x 1 — m* = o 

stancante del secondo termine , e che diersi pura. 

296. Ogni equazione di secondo grado nasce duu- 
que dal prodotto di due di primo grado ridotte a ze- 
ro , ciascuna della forma x — m=o ; e se mai av- 
venga che i ter mini noti di questi littori sieno ugua- 
li e di segno, contrario, in tal caso l'equazione risulterà 
Fra. 

297. Or siccome ponendo 1 ' m per la. x nell’ un 
di quei fattori , e l'n per x nell’ altro di essi , 1’ uno 
e 1’ altro diyieu zero effettivamente ; dovrà .perciò in 


)B8 . ■ * ttEXIll4' t 

ciascuno di questi due casi svanire anche 1* equazione 
di secondo grado che da quelli risuha, e ciò anche in- 
tuitivamente osservasi eseguendo tal sostituzione ; che 
perciò: Ogni equazione di secondo grado ridotta a zero 
svanisce effettivamente in due casi , cioè con due valori 
distinti che ha la sua incognita , e dipendenti dalla na- 
tura deir equazione . Questi tali valori dell’incognita, che 
fanuo svanire l’ equazione , diconsi ordinarimcnte sue 
radici. 

v - aj}8. Oltre questi d*e valori che soddisfano all* 

incognita m un' equazione <Ji secondo grado , non può 
essersene altro che adempia lo stesso oggetto. Poiché 
se suppongasi esser questo dinotato da p \ un tal valo- 
re sostituito all' incognita in quell' equazione darà 
p' — (m-j-n)p-|-7nn=:o 

c questa nuova equazione sottratta dalla proposta ne 
offrirà l’altra , ■ » 

x* — p' — (m-f-n) (x— pj=o 
che divisa pel fattore x — p si ridurrà ad 

x-fp— (*+n)teo . . , ' 

cioè r x-J-p=m-J-n , 

Ed era la x uguale idm, o pure n ; adunque necessaria- 
riamente p dovrà pareggiare no m. Vale a dire che 
oltre que’ due valori 1’ incognita non potrà averne 
altro che soddisfi all’equazione 

’ ' * »99- l’er piccola riflessione che facciasi sull’ equa- 
zione risultata nel n°. ag5 , che come si disse può ge- 
neralmente rappresentare un' equazione generale di se- 
condo gradò , sarà facile ad accorgersi che ift essa il 
coefficiente della x , cioè del secondo termine sia quan- 
to la somma delle radici ■ delF equazione col segno con- 
trario ; e che il termine nato della medesima vengki 
espresso dal prodotto dtt quelle medesime radici còl prth 
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pria segno. Ma su di ciò noi dovremo tra poco ritor- 
cere , e nella teorica generale delle equazioni dovre- 
mo poi universalmente stabilire la regola della com- 
punzione de' coefficienti di ciascun termine di un'equa^ 
zione dalle radici della medesima. -J ■ 

3oo. Pi-emesse queste considerazioni intorno alla 
natura delle equazioni dì a." grado, passiamo ora aWh 
ricerca de’ mezzi onde risolverle. 

Ed in primo luogo è chiaro che l’equazione pura 
x' — b—o , o x 

si risolva con estrarre la radice da ambo i « y^bri , 
donde si avrà 

*=hHK V* • ■ ? f 

cioè i due valori della 0 , o le due radici di una 
tale equazione saranno -f\/& i * — «d esse sod- *>. 
disfano , come è evidente, all’ equazione , ed alle coe- 
dizioni stabilite nel n.° 199. 

3 o 1 . Sia ora 1 ’ equazione completa 

** f «i f i 3 o 

ove le a e è sieno quantità positive o negative come 
si vuole , il che dà all' equazione proposta le quattro 
forme seguenti, ciò* l’identica ad essa anche ne' segni — 

a». ** — ax -p b =z o 

3 *. ar* -p sr — b =3 • 

4 *- »* ik " ax — — b 33 o ;• 

Si trasporti nell’ equaaioue proposta il ter** ter- 
mine b nel secondo membro , ond’ essa divenga 
** ■+■ ox — — b 

dm pei anche porsi sotto là forma * ' ‘ • 1 - 

•* + ** X 7-* * 
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©verf vede die il binomio costituente U primo mem- 
bro d composto del quadrato del numero « , e del 

doppio prodotto di tal numero nell* altro “ ; che per- 
ciò se ad esso binomio si aggiug nesso il quadrato di que- 
É- trinomio che ne risulterebbe sarebbe il 

™ i < , 4 

quadrato di x+-l (t55). Si Aggiunga dunque, per non 

turbare 1’ equazione proposta, il quadrato di ad am- 
be i membri di essa , onde risulti u. 

a* a’ 

« x* 4- o* 4- : — .te ^ 

4- 4 

M >• -r“ > !% • U -*v 

ar «d in seguito estratto da’ medesimi la radice quadrato p 

atra . . i * *m * •' *M _ ^ *• *»»'S 

d < »• ' fl* y > • -* - - 

X -=± V(- — *) - . . 

a 4 

» : * — . • •• 

a a* ' 

^ — *) 

•' • ' a *. /*/• 4 • ; • / ; • 

‘cioè fe due radici dell' equazione proposta saranno 

. « ' ' . -* \ 

- - + V ( T - * ) 

1 . * A 

— — V C — — 6 Y 

qj-. -r - ^ V ’ 4 ** * *' *• 

3on. E volendo anche dinotarle com esse risulta- 
no dalle tre altre forme sopraindicate , si avrà dalla 

4 v j i ,f - 
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2 4 ^ 

a , r a% \ 

x = ± V ( - + o 

a 4 


•t» 

a n ^ » 


■ 4. *=+- ± v(- + O ' ■' ' 

a 4 ^ •» -» 

e ciascuna di tali radici si vedrà con la sostituii®**, 
soddisfare ali’ equazione cui corrisponde y ed essa** 
anche tali da adempiere alle condizioni espresse nel 

®* ®99‘ ■ '■ •• <é •»«.. <■ '■ ss . 

3 o 3 . Sicché la regola per risolvere uu’ equazione 
completa di a.* grado si è di : Passare nel secondo 
membro il termine noto della medesima ; di completare, 
il quadrato nel primo membro , aggiungendovi al bi- 
nomio che lo rappresenta il quadralo della metà del 
coefficiente del secondo termine dell ’ equazione , che per 
non turbarla si aggiugne anche al secondo membro 
di essa . Finalmente estratta la radice da ambo i 
membri così apparecchiati , 'sì trasporli il termine noto 
dal primo membro nel secondo , si avranno in tal 
modo i due valori dell' incognita. E qui basta so- 
lamente 1’ avvertire- che il primo termine dell’ equazio- 
ne che si risolve , Cioè quello ove trovasi r* deliba es- 
ser libero da divisori , e da qualunque moltiplicatore 
altro che +i ; e la maniera di ridurvelo in caso che 
noi fosse la somministra la Regola IV. n. # 5>43. 

3 o 4 * Partendo dalla natura delle radici delle equa- 
zioni di secondo grado assegnata nel n.° 299. si po 
trebbe anche pervenire alla determinazione delle mede- 
sime nel seguente modo. 

Sia t equazione a* + “ o 
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e le radici di essa sieno m ed n , sarà ; 

’S>/‘ 

ed mn ~~i~b 

Ed elevando a quadrato la prima di queste due ultime 
equazioni , sarà 

e da questa sottrattone il quadruplo della seconda 

di esse , cioè /\mnsz+^b 

sari to’ — 2OT/»-f-n’— 

ossia estratta da questa equazione la radice, sarà 

m— n=+V(^*+4*) 

che combinata di nuovo con l'altra 


A'-. A 

darà 


m-f-n=^q_a 

+«±V(n’+4*) 


ed 


+ a + v/( fl, +4^) 


cioè 


-n+V(n*+46) 


m : 




— a— V( a *?4*) 


/ V(«W) 

opuse al contrario m = • ■■ ■ ■ ... - 


ed 


— a +V(a a +4*0 


■ 4 • • a 

3o5. Dall’ ispezione di queste radici, qualunque siasi 
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il metodo col quale si sono esse ottenute , si potrà de- 
durre la seguente regola per ricavarle da un’ equazio- 
ne completa di 2. 0 grado senza maneggiarla. 

V incognita in un' equazione di secondo grado 
completa è uguale alla metà dal coefficiente del se- 
condo termine , col segno contrario , alla quale , pef 
uno de' valori di essa incognita , sia aggiunta , per /’ 
altro ne sia tolta la radice quadrata dtl quadrato di 
tal metà di coefficiente accresciuto del terzo termine 
dell ’ equazione col segno contrario. 

Di modo che se l’ equazione fosse la seguente 

x*- J-4* — 6=0 

le sue radici sarebbero t \ 

x— — a±V(4-!-ti)= — 2 + V 10 

3o6. Avende di sopra osservato che ('equazioni 
complete di a.° grado possono presentarsi sotto quat- 
tro diverse forme dipendenti da' segui onde sono afr 
fetti il secondo e terzo termine di esse , conviene ora 
indagare quali modificazioni ciò possa indurre nella 
natura delle radici delle medesime. Presa perciò 1* 
formola generale di esse radici , che si é veduto estere 

;pi±V(«’+4*) 

. a 

ognun rileva facilmente , che sarà sempre reale il radi- 
cale che è l'un de' termini del valore della x se in es>» 
si abbia +4^ > 0 pure che ritrovandosi , sia que- 
sta quantità minore dì a Adunque un'equazione di 
secondo grado in cui il terzo termine sia negativo 
( nel qual casa passato al secondo' membro si pre- 
senta positivo ) avrà le due radici reali. E queste 
saranno pure reali , tn caso che essendo pi sitino quel <«/’- 

zi 


t$4 Elej**wt| 

<o termine , il quadruplo di essa sia minore del coef- 
ficiente del secondo termine. Che se in questo caso quel 
quadruplo del terzo termine pareggi il coefficiente del 
secondo tcrmiue, svanirà il radicale, e l’equazione avrà 
due radici uguali e di segno contrario ciascuna espres- 
sa dalla mela del coefficipnte del secondo termine j e 
ciò avviene quando l'equazione proposta ridotta a zero 
era già ‘un quadrato perfetto, sicché non v’ era bisogno 
per Risolverla dell ordinario metodo di sopra esposto; 
ma bastava estràrne da essa la radice quadrala , come 
é nel caso dell' equazione 


che dà allietante , estraendone la radice 


* 


ì 9 


x + — a = o 
J = +T“ 

V f . 4 . 


* 3 jv «• ** * 

5n 7' Uopo ciò ei resta a considerare i) caso che- 
1’ equazione proposta avendo il terzo termine espresso 
* ’ sii * 5 in tal caso quel radicale sarà im- . 

«rapinarlo , e tali perciò le due radici dell’ equazione , 
le quali in questo caso saranno della forma 

+ a +V(4 *— i 


* ** m :--A 


r.v.Vw': 


x 

* r.. 


• .V.' ,'i? v . . • . - r % 

’ quindi ì fattori immaginar] di quest’ equazione **- 

Anna 


ranno 

r 



« « »- * » « *<i •. 
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«. ■ . • r ± <| — V(4 fc — a ') y J — 1 . .» 

— =3 O- 


« 4. - 'i 

*±«+V(4*— «*}V— i 



della forma stabilita nel n,° 1 4 4- Esetap. n. 

3o8. Cada inoltre l’ equazione proposta, ne' casi 
in cui le sue radici sieno reali, di tal che si- supponga 
\f(a'!f!^b) espressa da c , saranno le due radici di 

jessa dinotate da 


r- 


ed 


+n-f-c 

x «= 

a 

+flt— c 


« 


Y 


'a 

3og. In questi casi se l’ a è positiva e maggiore 
di c , le radici saranno entrambe positive, e se mino- 
re di c , una ne sarà positiva, l'altra negativa. Al 
contrario se 1’ a è negativa e minore di e , l' una delle 
radici sarà positiva , 1’ altra negativa ; se- maggiore di 
c le radici saranno negative entrambe. 

3io. Dunque : un' equazione di leeoni!» grado a 
radici reali , se ha il secondo termine affetto dii se- 
gno — può avere le sue radici o tu’ te due positive , o 
una positiva , Vallea negativa ^ se poi il secondo termine 
è affetto dal -f- , le radici di tal equazione o saranno 
tutte due negative , o una positiva V ultra negativa. 

In questi casi però ultimamente considerali le ra- 
dici essendo possib'li , tale è anche il Problema cui 
esse corrispondono ; e solamente è da avverti, si, elle le 
radici negative dinotano ebe può anche un numero astratto 


ig|6 E L * M * H T 't 

di natura negativo assolutamente soddisfare alle con- 
dizioni del Problema proposto ; o pure , cb’ esse sod- 
disfano , mutate in positive , al Problema quando una 
qualche cosa nelle sue condizioni si cambj Inell' oppo- 
sto , e ciò verrà rischiarato negli esempj che addurre- 
mo : quando poi le radici sieno immaginarie, ciò de- 
nota che il Problema donde derivano , o cu» corri- 
sponde l'equazione alla quale esse appartengono sìa 
impossibile. 
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CAP. Vili. 

< ^ 

Ascesi Problemi aritmetici pi *rAB0. 


3ia. Dal già detto finora in piu di un luogo si 
può cominciare a rilevare che la natura de’ Problemi 
riposta nell’ equazione alla quale essi conducono dipen- 
da dal numero delle soluzioni , ossia delle espressioni 
algebriche che potranno soddisfare alle condizioni di 
esso, di tal che l’ equazione- ad un Problema àebha ri- 
sultar di primo grado quando al voluto in esso non può 
soddisfarsi che in un sol modo, ossia con un solo numero ; 
e che debba essere del secondo 1’ equazione ad un Pro- 
blema , tutte le volte che alle condizioni del medesimo 
può soddisfarsi in due modi , ossia con due diverse espres- 
sioni algebriche ; e ciò sarà nel proseguimento di quest’ 
opera confermato coll'analisi eh? stabiliremo sulle equa- 
zioni di grado superiore, ed i Problemi onde dipendono. 
Ma per ora èsnecessario di rischiarare una tal cosa con 
qualche esempio. 

P R O B L E M A L 

i • ; 

3 1 3. Si cerca un tal numero , che il prodotta 
di etto più 5 , per etto meno 5 sia = 96 . 

• ■ ) r • 

I 

t. 

Sia * il numero cercato ; 1’ equazione al Proble- 
ma sarà 
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CH"S)X(*-~ 5 ) , tioè * a — a 5 =gfi * 

ja — lax ;■ 
x rr + 1 1 

S**ci# ad ut» la] Problema soddisfa, 2 saEU7> 
+ii. Bi fatti 

it + 5 = 16 

ìi — 5 = 6 

* 16 X 6 = 96. 

E siccome la natura di un prodotto positivo è tale 
«fie- esso può- risultare anche da due numeri segativi 
per fattori ; perciò 1' equazione al Roblenv» doveva 

V y 4 . J * J it £ . -■* ’ ’ 

ancfie toni prendere questo caso r e di foiti l'equa zio- 
»« ad esso risoluta ha dato l’altro numero — 1 » , col 
^lale si ha per un de* fattoti del prodotto 96 r 
— ,ll + 5 == — 6, e per l’altro — 1.1 — 5 m — s6. In molti, 
casi pero questa soluzione negativa si rigetta assolutamen- 
te, essendo paradossa l’idea negativa di quella quantità 
eh’ essa rappresenta , e noi non tralascuremo dì £tr ciò' 
manifesto col seguente 


dVsh 


h .1 •. 


PROBLEMA H. 

* • » . -j 

< ■* r >1 . ‘ ‘ 

i 1 4. Alcuni negozianti stabiliscano nn agente per 
nn loro commercio in società con la condizione tra loro- 
thè ciascun associato contribuisca tante volle 10 lenii , 
quanto i il loro numero - Il profitto dell’ agente i fis- 
sato a due volte tanti scudi y quanti associali vi to- 
mo per ogni 100 scudi, E se si moltiplica la parte 


± • 


100 

si avrà U numero 

> 


del suo guadagno totale per 2+ 
degli associati. Si dimanda qual sia un tal 

M .*.* » * • . ' . ' t '1 f ’ì.* .*• ’* \ 

* 

Sia questo numero =.r j e poiché ciascun ì»só- 


numero r 

ì 
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osto hi som ministralo lor , il capitele intero sas£ 
= ioxx. Or per ogni cento 'scudi l’agente guadagna 

~xt 5 il suo profitto è dunque y x 3 pel capitale sor*. 
La TZi P 8rte di questo guadagno «è £T 0 * S , cbemolti- 


5 _ 


plicata pera-f ~ , o pure f, di ^x ! = ,y 5 * 

•quale espnessiane deve pareggiare il numero r degfi 
associati. Si fca quindi 1' equazione 


aa5 


\ ; 

X — x 


ossìa x s = aa5x 

la quale sebbene sembri apparentemente del terzo gra- 
do j pure perchè si può dividere per x si riduce sa- 
luto ad 



3i5. La prima di queste radici cioè -f-i5 soddisfa 
. a i problema , ed è il numero che cercavasi degli asso- 
ciati , ciascun de’ quali ha perciò contribuiti i5o scu- 
di. L’altra — 15 è un numero negativo che soddisfe- 
rebbe al Problema , se fosse stato proposto su nume- 
ri astratti ; ma trattandosi dell 1 espressione del nu- 
mero di uomini associati, la radice — 15 niente si- 
gnifica , è quindi si trascura. 


PROBLEMA 1IL 

w 3 16 . Divider e un numero dolo a in modo che A 
P prodotto delle tue puri i .eia szb\ .,*»;• 

Si dinoti per x l’ una delle parti del numero dato 



200 . E i j « i m i 

a , l’altra verrà espressa da a — x , 1 ’ equazione al P ro- 
hlema sarà 


cioè 


c quindi 


ax — x — b* 
r* — ax — — b‘ 

-j-a± V( a * — 4^*) 


(3o5) 


sicché una delle parti di tal numero potrà essere ( pren- 
dendo il primo de’ valori ottenuti per la * ) espress% 

-t-a+\/(a’— 4*’)' • ' 

da , ed allora 1’ altra parte sarebbe 


+«— \Ay— 4*’) 


ed al contrario prendendo per 1* 


una delle parti quella dinotata dalla seconda radice 

+a _V(oa-4 b') 

rhe è — - — , r altra si troverebbe espressa 

a ' e 


da 


-M+Vo*’-#’) 


, cipè a dire cb’ esse si scambiano 


tra loro a vicenda. 

317. Scol. Un tal Problema ha reali e positive 
tutte due radici quando , cioè a6<a : pareg- 

giandosi queste due quantità , in tal caso i due valo- 
ri della x si fanno uguali ciascuno alla metà del nu- 
mero dato a , ed il prodotto loro diventa il massimo 
come I’ è anche noto dal libro a.° degli Elementi di 
Euclide; e divenendo , cioè a le due ra- 

dici dell’ equazione al Problema divengono immagina- 
rie , il che dinota , elle il Problema sia impossibile . 
come chiaramente si vedeva dover avvenire dai prv ^ 
cedentemente detto , e 'dallo stesso a.® libro degli 
Elementi citati. 
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PROBL E M A IV. 


318. Dato un numero a, ritrovarne un altro , al quale 
4 e si aggiunga esso a , e tal somma si moltiplichi per lo 
stesso numero cercato , ne risulti il prodotto b a . 

Sia x il numero cercato , sari la seguente 1' equa- 
zione al Problema - , * 

(x-j-a)XJ' , cioè x'-\-axc=b' 

— n±V(a*+ 4 **) (3oS) 

ed „ x = - ■ • t 

( , a 

de’ quali valori della x uno è evidentemente negativo, 
l'altro positivo. Questo si vede chiaramente che soddi- 
sfi al Problema , l'altro soddisfa all'equazione ; ma non 
è ugualmente chiaro come possa soddisfare al Problema. 

3 19 . Se però riflettasi, che la sottrazione di sua natu- 
ra non è che uua somma , si concepirà subito che tal 
Problema proposto doveva daTe per la sua soluzione com- 
pleta, anche quella del caso in cui dalla quantità cercata 
sottratta la data a, il prodotto di tal differenza per la stessa 
quantità cercata fosse b' ; ed a questo caso precisamente 

—a — 

soddisfa la radice negativa $ di fallile 

da essa, presa positivamente, se ne sottragga a, darà 

a-VC^+4^) J 

■ di’ è una quantità che mollipli alà por 


la stessa- 


-V(«*+4*’> u 

presa positivamente, si oUic» 

«e per prodotto b\ 9 , te wtei «te 

• 36 
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* SCOLIO- 

320. Se taluno trovasse die mi sia troppo trat- 
tenuto nell’ esame delle radici delle equazioni , e quin- 
di de’ Problemi di secondo grado ; mentre effettiva- 
mente trattandosi di Problemi aritmetici i soli valori 
positivi dell’ incognita sono quelli di cui si tien conto 
per la soluzione del Problema ; dirò di aver ciò fatto, 
i®. Per continuar, giusti i] proposito esposto nel prin- 
cipio di questo Capo a far comprendere che l’ equa- 
zione ad un Problema è necessariamente connessa con 
la natura del medesimo-, e die vi è una corrisponden- 
za tra il grado di quella ed il numero de’ casi o so- 
luzioni diverse delle quali il Problema è suscettivo , 
della qual cosa per l’ importanza della medesima non 
tralascerò in appresso di continuare ad occuparmi. Di 
più ho anche ciò fatto per vendicar l’Analisi moderna 
dal torto che trovo essergli stato fatto da taluni 
Analisti , che ne’ loro tra II iti di Applicai ione dell' 
Analisi algebrica alla Geometria , in problemi di 
questa natura , ; ove non può senza taccia trascu- 
rarsi di costruire tutte le radici possibili , si so- 
no contentati semplicemente , al più di occuparsi alla 
costruzione di uaa semplice radice positiva, trascuran- 
do assolutamente tutte le altre. Ma su questo difetto 
de’ medesimi mi riserbo a parlare con maggiori particola- 
reggiainenti nel II” volume del presente Cprso , ove dell’ 
Analisi Algebrico -geometrica mi sono proposto di trattare. 

» ' 

a3i. Quantunque dell’eliminazione tra equazioni 
composte debba trattarsene altrove a disceso, non ho sti- 
mato però sconvenevole il recar qui qualche Problema 

che conduce ad equazioni tali , die 1’ eliminata di esse 


I 


• tu’ A I C T % ■ 1. a 0 3 

può facilmente ottenersi con metodi particolari, assai 
ingegnosi e degni di essere attentamente considerati, tan- 
te più che già si trova di ciò dato un esempio nel 
Q . 3o4. Jn tal modo i giovani si cominceranno di buon 
ora ad aguzzare l’ intendimento per gli artilì/,j di ana- 
lisi che convenevolmente adoperati possono con van- 
taggio guidarli nella determinazione de’ valori deli’ in- 
cognita. 

PROBLEMA V. 

Ritrovare tre numeri , dati i ire quozienti che 
nascono da ciascun prodotto di due di essi diviso 
pel terzo. 


Sieno a, b, c i tre quozienti dati , e si dinotino 
per x t y, z i tre numeri cercati , avranno luogo le tre 
seguenti equazioni.al Problema 


M V 



f 

— — a 

X 

■ 4 . ****** < 


•io * * n. 

rz b 

' K 

Jé vv %> ■ 

jr 


*• >*> r * - -, 

_ jr . » , - - 


ni. - 

’ 

= e :■* ^4 

X V - 

ir* 

Dalle quali equazioni si avranno , moltiplicandole due 
* due, le altre tre seguenti , cioè 

x*~ab , y'=zac , t'—hc 


ossia x =±\'ab, y =±x'ac, t =-±\Jbc 








I 
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3i3. Ritrovar due numeri de' quali sia noto U ptb* 
dotto , e la differenza de' loro quadrali. 


Chiamando a 1 fa differenza di epe' quadrati , e b % 
il prodotto dato ; le equazioni al Problema presente 
saranno 

t e r ' 

^•—y=a‘ 

. v = A ‘ 1. , ,..St 

e moltiplicando i termini di questa seconda equazione, 
per«V»— i , e poi sommandola alla prima , si airi 
x* %y V — 1 — ; y ? — a ' -f- b * \ /— l 

cioè > (x-j-_y V — ^) a ssja’-f-/» 3 V-w» 

ed - - x-\-y\j—i =+ V( a ’+ é * V — •) '*3 

Similmente si sottragga quella seconda equazione appi* 
rerebiatn nel sopì addetto modo dalla prima, si perver- 
rà ed avere 

*-yV— « =±V(« 5 _ fc, V— 0 

Adunque sommando una Volta queste due ultinan 
equazioni , ed un’ altra volta 'sottraendo 1' Una dall’ al- 
tra e dividendo il primo risulta mento per a , e’1 se- 
co lido per *V — i si avrà * c, 

vV-m>’ V- . )+■ V-* ì 


w - as . 


V(# 4 


* i 

• * 


• » . • »V~* - v 

E - questi valori di * ed sebbene in forma d’ imma- 
ginati, sono però quantità reali , come si rileva dal »*■ 
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jji, j e vi Tta anche de’ gasi nt' quali da ciascuno eli 
que' binomj sotto il segno radicale si può estrarre le 
sadice , come a suo luogo faremo vedere. 

3*4. Finalmente recherò anche qui rome unVserrÌ7.io 
delle equazioni di a°. grado la dimostrazione della for- 
inola di Halley di cui ho fatta parola nello Scolio al 

n°. ao8 - ^ fciLjLi 

Si voglia estrarre per approssimazione la ra lire V 

dal binomio x m ±a. È chiaro che tal radice dovrà css r 
espressa da x-f-p indicando p la quantità di tu deve 
essere accresciuta o diminuita la radice n della x* 
allorché questo è aumentato , o diminuito di a. Sarà 

dunque ^ klT-a* «* » p t. 

iflv > « 1 X + P = \J ( x"±a > +<■*«-***»• 

e quindi ( , + p )' = *" ± a . 

ossia x»+nx— VH « = *"±« 

1 . .a 

E supponendo la p si piccola che si possano ef* 

fetlivamente trascurare tutti i termini ove essa s incon- 
tra a potenza superiora al quadrato , si avrà , cancel- 
lando l-x" ne’ due membri della precedente equazione 

n(n — 1) * t * r ' *5 

nx"-«p-j x'-y = ±a 

cj I,a ‘ ‘ «r # J 

la quale equazióne ordinata per rapporto a p come m- 

doguita sari la sciente l + 

■*- Aj / T «t . ■ ’“* 

ax so 

O» 1 

^ t _ .1 .ivmf A m> m 

«#* 4*4, a + ve*** *»» ********* •* 
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rV * a« _ 4pr 

Z 1 - — +VM ± 1 

■ 7 ? » L (n— i) 1 (n>— 

• quindi 

•i n— a r * a sa _ ‘ . * l 

V (-r"±aj = -r+y^r + 1 * 

U '“TP 1 L («— »)’ (a 1 — n)x*—‘ 

nella qual forinola il radicale che vi si comprende e 
quadratico , e di esso il primo termine è un quadrato 
perfetto, e’1 secondo l’è una frazione tanto più picco- 
la , quanto più da principio si era presa piccola la a 
in paragone della x. 

3a5. Scol. L'Halley nella sua Memoria da noi citata 
al n.° ao8 non recò intorno al presente argomento 
che semplicemente alcune forinole particolari , avendo 
a dirittura taciuta la formola generale sopraindicata , 
dopo 1’ esposizione della quale noi anche passeremo qui 
appresso a darne , come uu applicazione , alcuna di 
,• quelle. W • 1 ** 


i/J 




• r 


f-»***# 


tri 


vV±«)=f-+v'(^± 6 i ; ) 

v / f-'‘±»)=7*+V(; è « , ± 

^' ± “ J =^ +v C' r ' ± ^) 

v/ ( '’±«)=f-+v:(^-± 

• ■ T*- 

E sarà facil cosa il procedere innanzi nella composi* 
none di queste formolo particolari senza né meno ese- 
guire la sostituzione del valore di a nella foratoi* go* 




V 
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nerale , rendendosi chiara la legge con cui procedono 
i termini di ciascuna forinola particolare, ed i coeffi- 
cienti de’ medesimi, ove si avverta soltanto che quelli del 
secondo termine del binomio sotto al segno radicale sono 
la somma continuata de’ numeri naturali i, a, 3, 4 ec. 

fino a quello che rappresenta in ciascun caso partico- 
lare n — i ? '• 




.( 


I 
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DELL’ 

ALGEBRA 

LIBRO III. 


TEORICA GENERALE DELLE EQUAZIONI. 


INTRODUZIONE. 

3»(». Allorché nel libro precedente abbiamo trattato 
delle equazioni di secondo grado , che sono le più 
semplici tra le equazioni composte , si è cercato di 
stabilire quanto concerneva la natura delle medesime ; 
conviene ora trattar questo argomento generalmente , 
ossia per una qualunque equazione composta , poiché 
su tali ricerche poggia il risolvimento delle medesime, 
il quale forma la base dello scioglimento de’Problemi, 
oggetto di ogni ricerca matematica , e dell’ Analisi in 
geuerale. Nè sembri a taluno che ciò che si è esposto 
intorno alle equazioni di 3 . grado si ritrovi or saper* 
fluo, perchè compreso nelle ricerche che imprenderemo, 
poiché oltre al doverci quelle particolari considerazioni 
servir di preliminare in più di un luogo del presente 
argomento , esse vaieranno anche a rischiararlo e com- 
provarlo. 

Solamente è necessario di qui avvertire, che per 
restringerci ne' limiti di una istituzione elementare , e 

»7 


Digitized by Google 



> «10 


ILKXBNT1 


per render quindi questo nostro libro accetto a' giovani 
che debbono apprender 1’ analisi moderna , ed utile 
nel tempo stesso , noi ci limiteremo ad esporre quelle 
sole dottrine intorno alla teorica delle equazioni , che 
debbono nel proseguimento servirci per islabilir quelle 
regole certe onde poterle poi risolvere ; quindi sarà da 
noi tralasciata ogni qualunque ricerca dovesse senza 
applicazione veruna restare. 

Credo poi non inutile in questo studio elementare, 
nè dispiacevole pe’ nostri giovani italiani, il ricordar 
loro di tanto iu tanto quello che nel presente argo- 
mento sia stata opera de' nostri sommi ingegni ; o pur 
che da questi , nell’ oscurità in cui era la scienza ne’ 
suoi primordj , è stato adombrato , che deve riputarsi 
anche più difficile di averlo poi gli stranieri universaliz- 
zato. Sarebbe ormai tempo, che noi rivindicassimo quel- 
lo che c’ è stato ingiustamente tolto ; e che essendo 
stati i primi a conoscere la moderna analisi, e ad in- 
segnarla agli altri , non ci facessimo da essi rimprove- 
rare di avergliela tramandata senza aumento. 

E le cose che a questo proposito dirò in più di 
un luogo insiem raccolte potranno servire a mostrare in 
quale stato gl'italiani abbiano trovata l’Analisi moder- 
na, per ciò cbe riguarda maneggio di equazioni, allor- 
ché dagli Arabi la trasportarono nelle loro regioni : 
quali progressi le abbiano fatto fare per questa par- 
te ; e quanto loro appartenga dello stato in cui pre- 
sentemente ritrovasi. 
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CAP. I. 


Della, katuba « delle proprietà* delle equazione 

COMPOSTE. 


TEOREMA I. 

317. Ogni esprestiove algebrica della forma 


x m -j-Ax”— > * -f-ec 

pub sempre considerarsi come il prodotto de' fattori 
semplici x-f-a, x-j -b , x-j-c al numero m £*). 


Una tal verità è facile a rilevarsi da' numeri 181. 
e i8a. 

3a8. Scol. E volendosi distendere su quei prin- 
cipi poc’ anzi indicati una dimostrazione al presente 
Teorema, si potrebbe dire, che : » siccome il prodotto 

» di m fattori della forma x-j-a , x-\-b, x-j-c deve 

» essere una foratola al grado m pariforme »Ra propo- 
» sta ; cosi volendo che questa sia identica a quel 
» prodotto , dovranno essere identici i coefficienti delle 
» stesse potenze della x ne’ termini delle due forinole, 
v E siccome questi generalmente sono al numero m , 

» quante sono le incognite a , b, e r - cosi verranno 

» a stabilirsi m di equazioni, cioè m di rapporti tra 
» le iucognite a, b, c , e le quantità note A, 


(') Le giuntili a, b, c , ec. si «tootidcriuo affette (fa (fisHt- 
vogliauo segai. 



SIS t t * M E N TI 

» B , C ; ond’ è che dovrà esser possibil cosa il 

>• determinar quelle da queste ; poiché come in più di 
» un luogo del a°. libro si è fatto rilevare , tale è la 
• v natura di que’ Problemi in cui le condizioni sono 
» tante quante le incognite distinte. Adunque è chiaro 
» che dovranno sempre esistere tali valori o espressio- 

» ni per le o , /» , che dal prodotto de’ fatto- 

« ri x-{-;z , x-j^A, x-f-c.... risulti la forinola proposta.» 
Debbesi solamente notare , che ove non siavi nella 
formola proposta qualche termine, allora il coefficiente 
deli’ analogo nel prodotto di que' fattori dovrà porsi 
uguale a zero. 

3*9. Cor . Ciò posto la formola proposta potrà 
divenir zero per qualunque de' suoi fattori semplici sia 
zero , e quindi in m di casi diversi , cioè essendo 

x-j-</=o , x-^-b=zo , x-|-c=o ossia a , 

x— — b , x= — c Adunque 

TEOREMA II. 

L' espressione 

x”’-fAx m — >-fBx m — ’ 4-T=o 

thè rappresenta un' equazione del grado m ridotta a 
zero, diverrà effettivamente zero per m di valori diversi 
che prenderà la x, necessariamente dipendenti dalla na- 
tura di tal equazione. Ossia : Un' equazione del grado 
m ha m di radici. 

33o. Ed è poi chiaro al contrario che : Se la 
quantità a rappresenti una radice dell' equazione di so- 
pra esposta, dovrà questa essere esattamente divisibile 
pel fattore x-)-a=o ; e 7 quoziente eh' è una formala 
al grado hi — i , dovendo risultare dal prodotto di tulli 
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gli aliti fattori semplici dell' equazione proposta meno 
il precedente -r-j-orrro, dovrà essere anche ~o: poiché 
deve svanire del pari che ciascun altro di quelli fatto- 
ri quando per la x si sostituisca un valore che le cor- 
risponde. 

33 1 . Cor. Siccome da fattori immaginar) può risulta- 
re uu prodotto reale Fs.il.); può perciò avvenire 

che sebbene sia reale un' equazione proposta , possa 
essa aver fittoci immaginarj , i quali daranno luogo a 
radici immaginarie per 1’ equazione , e della for- 
ma — i. 

' ' .s 

teorema ni. 

332. In ogni equazione , come la seguente 

ar"*-f Kx n ~ •-pB-r’"— » -f-T=o 

in eui il coefficiente del primo termine sia -f-i e ridot- 
ta a zero ; il coefficiente A del secondo termine dovrà 
pareggiare la somma delle radici dell'equazione col segno 
contrario ; quello del terzo termine dovrà essere quanto 
la somma delle combinazioni binarie di esse radici col 
proprio segno quello del termine n quanto le com- 

binazioni delle radici al grado n — i , col segno proprio 
se n sia impari , contrario se pari. 

La di mostrazione di ciò è chiara dal n.° iS3. 

333. Cor. Quindi l'ultimo termine di un equazione 
composta , sarà quanto il prodotto di tutte le sue ra- 
dici , preso col proprio segno se l' equazione era di 
grado pari , col contrario se impari. 
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TEOREMA IV. 

* y 

334- Se F equatione 

x m + A j”* — ’+Cr" — * — o 

abbia i ulte le sue radici reali e positive , dovrà avera 
l segni de' suoi termini alternativameute positivi e ne- 
gali , cioè il primo affetto del -f- il secondo del — > 
il terso del -f- , il quarto del — , ec. E se le radici 
sieno reali e negative , i segni de' termini dovranno 
essere tutti gli stessi’, cioi addire nel primo caso vi avrà 
luogo tutte alternazioni di segni ne' termini dell'equasione * 
nel secondo tutte successioni di segni . 

I 

Ciò è chiaro dal numero 3ag. 

TEOREMA V. 

335. Al contrario se un' equazione thè ha tutte le 
radici reali abbia tutte alternasioni , le avrà tutte posi- 
tive ; se ha tutte successioni le avrà tutte negative. 

Sia 1’ equazione 

X m At »-I J— Q x m — » — o 

ai avrò trasportando nel secondo membro i termini de* 
luoghi pari 

■ = Ax™ — ' -f-Cx m — 5 

ed è chiaro che nell* un de* membri vi si dovranno 
contenere tutte le potenze impari della *, in un alilo 
le pari ; che perciò si vede che mai potrà aver luogo 
il pareggiamento di tali due espressioni , a meno che 
non si supponga la x dinotata da quantità positive, 


t 


t 
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mentre supponendole negative , i’ un de' membri risul- / 

terebbe positivo , 1 ’ altro negativo. 

Che se poi T equazione proposta fosse stata della 
forma 

Ax"— ’+Bar’— a-f-Car ”— 5 =0 

trasportando similmente nel secondo membro i termini 
de’iuogbi pari si troverà esser positivo il primo membro, 
negativa 1* espressione del secondo. Or perchè possa aver 
luogo tal pareggiamento bisogna che la x rappresenti 
una quantità negativa ; perché in tal caso se il primo 
termine conteneva le potenze pari della x , rimarrà 
positivo, e quelli del a. membro lo diverranno pure, 
contenendo le potenze impari di una quantità negativa 
multiplicato per coefficienti negativi 5 e se al contrario, 
risulterà negativo il primo membro, e resterà tuttavia 
tale il secondo. 


TEOREMA VI. 

336. Se nella formolo 

x'" + Ax" — i + Bx" — a +Cx" — J +T (M) 

completa nel tuo numero di termini , in cui i segni di 
questi ti seguano con qualunque ordine di alternazioni 
e di successioni , *’ introduca il fattore x — a , la nuova 
formolo 

*”■+'+ A.r m + Bx"— > Cx*~ a ±Tx 1. 

ZfLabx" 1 +aBx” •aCx’" a +T J 

dovrà avere necessariamente un' alternazione di segni di 

■* 

più che la proposta. 

E se tal fattore fotte x-J-a, la nuova formolo M'' 
avrebbe una successione di più che la proposta. 

Dim. È chiaro primieramente che nella prima li- 
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nea della formola M' abbian luogo ne’ suoi termini 
a.®, a-° , 3.° ec. gli stessi segni che in quelli della 
formola M ; e che viceversa ne’ termini della seconda 
linea i.° a.° 3.° ec. , i quali pel grado della x corri- 
spondono a quelli della prima dal 1 ° in poi , i se- 
gni di essi sono direttamente opposti a quelli de’ ter- 
mini dell' ordine stesso nella prima linea. Dal che ri- 
sulta cbe ogni qual volta nel contrarsi i termini delle 
due linee per ottenere il prodotto M' abbia luogo in 
una di queste contrazioni il segno della linea inferiore, 
mentre nella precedente contrazione aveva avuto luogo 
quello della superiore , in tal caso necessariamente vi 
dovrà aver luogo una permutazione di segni. 

Ciò posto se in tutte queste contrazioni si con- 
servassero i segni della linea superiore , il che può aver 
luogo fino al penultimo termine della formola M' ; in 
tal caso si verranno ad avere in M' fino a questo ter- 
mine gli stessi segni de’ termini di M , e quindi le stes- 
se alternazioni e successioni cbe vi erano in M ; ma 
giunto a questo termine , siccome per passare al se- 
guente, cioè all’ultimo termine di M' , bisogna neces- 
sariamente scendere nella linea inferiore , cosi è chia- 
ro , che dovrà esservi una permutazione di segni ; che 
perciò M' ne avrà una di più che la formola propo- 
sta AI. 

Al contrario se, in qualunque luogo, eseguendo la 
contrazione de’ termini corrispondenti delle due linee , 
si trovi che il risultamento sia del segno della linea 
inferiore , avrà già avuto luogo una permutazione di 
segui di più che nella formola M fino al luogo stesso: 
or due casi potranno accadere , cioè , o che pe’ segni 
di tutti gli altri termini di AI' si resti nella linea in- 
feriore , o che si risalga alla superiore. Nel primo di 
tali casi , siccome da questo luogo in poi i segni de’ 
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termini della line:» inferiore, sono, termine per termine, 
ilirettamcntc gli opporti di quelli dell' ordine stesso che 
nell’ espressione M , si vede perciò che in tutto il re- 
sto del prodotto M' contratto vi continueranno ad aver 
luogo le stesse permutazioni e successioni che nel corri- 
spondente resto della forinola M: la formula M / si tro- 
verà perciò avere una permutazione di segni di più 
che la proposta M. 

Che se risalgasi di nuovo nella linea superiore ; 
quantunque ciò avvenga per una nuova successione , 
perchè ne’ termini corrispondenti dell’ equazione M vi 
erà permutazione di segni ; e che perciò questa distrug- 
ga la variazione poc’anzi ottenuta: imcominciando di 
nuovo da qui il ragionamento di poc’ anzi , si vedrà 
sempre, che o restando nella linea superiore, o tornando 
a discendere nell’ inferiore , e rimanendovi , debba aver 
luogo nell’ equazione M' una variazione di segni di più 
•he nell’altra M. 

Con un simigliatile ragionamento potrà provarsi 
che introducendosi nella forinola' M il fattore x-\-a ; 
nel prodotto M" debba trovarvisi una successione di più 
ne’ segni de’ suoi termini, di quelle che v’ erano in M. 

Adunque ec. 

337. Cor. 1. Quindi tante alternazioni di segni si 
indurranno nella forinola M , quanti saranno i fattori 
x — a, x — b , x — c ec. , che s’ introdurranno in essa , e 
tante successioni di segni , per quanti saranno i fatto- 
ri x-j-x , x -\-(3 , x-^-y ec. che vi s’ introdurranno. 

338 . Cor. 11. Che perciò se la forinola M era an- 
eli’ essa della forma x — p , o x-j -p ; si vede , che per 
Ogni fattore x — a vi s’ introdurrà un’ alternazione di 
segni, per ogni altro ar-f-* una successione , sicché essa 
alla (ine si troverà avere Ionie raditi reali positive , quante 
alternazioni di segni s ' incontrano ira i smoi termini , 
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tonte reali negative, quante sono le successioni. Ed a) 
contrario : Se un equazione di cui le radici sieno tulle 
reali , ne abbia parie di esse positive e parte negative ; sa- 
ranno tante le positive quante le alternazioni di segni , 
e tante le negative quante le successioni. 

Imperocché divisa tal cquazioue successivamente pe’ 
suoi fattori derivanti da radici reali positive , e perciò 
della forma x — ax=>, dovrà in fine ridursi alla forma di 
un’equazione in cui tutl’ i segni saranno positivi ; e per 
conseguenza che avrà tante successioni quante sono 
esse Tadici , cioè quanto c il grado di quest' equazione 
che è risultata per ultimo quoziente . Or se questa si 
multiplichi di nuovo per ogni uno di que’ fattori rea- 
li positivi pe’ quali si è divisa la proposta, si ver- 
rà per ognun di questi ad introdurre una variazione 
di segni ; e queste però , giunti all’ equazion proposta , 
si troveranno esser tante di numero quanto sono le 
radici reali positive contenute iu tal equazione. 

339. Scol. La regola del Cor. pece-, per discutere 
in un’equazione a radici reali il numero delle radici po- 
sitive dal numero delle negative , .che dagl' Inglesi si 
attribuisce all’ flurriot , e da’ Francesi , ed or da tutti 
gli Analisti moderni , al Cartesio (*) non è nel fondo 
che quella che diede il Cardano per le equazioni di 
4. 0 grado generalizzata. Ed essa può talvolta essere u- 
tilmeute impiegata a far conoscere in una equazione 
composta 1 ’ esistenza delle radici immaginarie. 


(*) Ecco come si «prime anche il Latranti a, «tic può valere per 
gl'italiani ed i Francesi nel tempo stesso. =»C'est U le fameux thio- 
„ rème de Descartes , que le» Anglais attribueut a Harriot. Noi. 
VUI. »! Trattato tua fòrorie des tqualieni mfmcriquet. 
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Sia In fatti 1’ equazione 

x k -^-hx'-\-m—o 
in cui manca il a 0 e’1 4° termine, die perciò ciascuno 
di essi potrà supplirsi con Or nel caso che pi* 

ciascun di essi si prenda il -f-o t 1’ equazione si trove- 
rebbe avere tutte successioni , e «min li quattro radici 
negative , supposto che fossero reali ; e prendendo il 
— o per ciascun de’ termini mancanti , 1’ equazione 
verrebbe ad avere quattro radici reali positive ; eh’ 
è contraddittorio al preccdcn:euiente trovato . Inol- 
tre prendendo 1’ un di essi termini espresso da -|-o, 
e 1’ altro da — o, 1’ equazione si troverebbe avere due 
radici positive, e due negative , se esse fossero reali ; 
il che distrugge anche le due precedenti ipotesi: che 
perciò dovrà concludersi , che l’ equazione proposta 
debba avere le sue radici immaginarie. 
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CAP. II. 


Di ALCUNE ALTRE IROPElETA' DELLE EQUAZIONI. 


TEOREMA VH. 

34 o. Se si abbia una qualunque equazione ridot- 
ta a zero , e si conoscano due numeri tali , che sosti- 
tuiti successivamente in luogo dell' incognita di quell' 
equazione diano risullamenti di segno contrario ; liqua- 
zione avrà necessariamente almeno una radice reale di 
un valore compreso tra quei due numeri. 

Dim. Sia x l'incognita di quell’ equazione , ed * , 
P t y , tc. dinotino le sue radici , p e q sieno i nu- 
meri die sostituiti per x diano risultamenti di segno 
contrario , dovranno perciò essere di segno contrario 
le due quantità 

(p—x) (p—fi) (p—y) 

(<7— *) (q—l 3 ) (9—7) 

e quindi bisognerà che sienvi almeno due fattori corri- 
spondenti , come p — x , 9 — x di segno contrario ; che 
perciò la quantità x dovrà essere minore di p e mag- 
giore di 9 , e quindi media tra esse , e reale. (*) 


(*) La presente dimostrazione dovuta al Signor Lagrangia mi ( 
sembrata da anteporsi alle altre , anche in un libro elementare come 
questo , per ta sua chiarezza , e perché direttamene ricavata della 
composizione stessa di un' equazione. 
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TEOREMA Vili. 

34 1 . Ogni equazione di cui C ultimo termine è 
negativo , supponendo il primo positivo , ha necessaria - 
riamente una radice reale positiva. 

Dim. Imperocché supponendo il primo termine 
, rappresentato da x" , e 1’ ultimo da — h, si vede che 
ponendo x=o , 1’ equazione si riduce a — h ; e ponen- 
do x=oo , 1' equazione si ridurrà ad «5 " ; quindi si 
avrà per tal caso p—o , < 7 =x ; e 1* equazione propo- 
sta dovendo avere per una delle sue radici una quan- 
tità compresa tra il zero e l ’ infinito , sarà questa ne- 
cessariamanle reale e positiva. 

34i- Cor. 1 . Quindi ogni equazione di grado impari 
di cui 1’ ultimo termine sia negativo , avrà necessaria- 
mente una 1 adice reale positiva. 

343. Cor. n. Che se l’ultimo termine sia posi- 
tivo , si vede anche chiaro , che per ottenersi i due 
risultamenti di segno contrario, cioè -| -A, e — » , deli- 
basi porre x = — o ed x=z — x> ; ond' è che questa in 
tal caso dovrà avere almeno una radice reale negativa. 

344- Cor. 111 . Ogni equazione di grado pari con 
1’ ultimo termine negativo dovrà avere necessariamente 
due radioi reali , 1’ una positiva , 1' altra negativa. 

Imperocché posta .r=o, dà per risultamento -f-A, a 
posta =z-J-oo dà -j-«o m $ sicché v’ha una radice reale 
compresa tra -f-o e -j-cc , e perciò positiva. Al contra- 
rio posta x = — o si ha —A per risultamento , e posta 
— ae, si ha di nuovo -f-x adunque vi dovrà esse- 
re un’ altra radice reale tra — o e — z, e quindi ne- 
gativa. 


£22 


elementi 


TEOREMA IX. 

345. Se in una qualunque equazione che abbia una 
o piU radici reali e disuguali ti sostituiscano successi- 
vamente in luogo deir incognita due numeri V uno mag- 
giore , e V altro minore di una di quelle sue radici , 
che differiscano però tra loro per una quantità minore 
della differenza tra questa radice e ciascuna delle altre 
radici reali deir equazione ; queste due sostitutioni da- 
ranno necessariamente due risultameli di segno con- 
trario. 

» 

Dim. Sia x una delle radici reali e disuguali del- 
T equazione, e fi , y , S , ec. sieno le altre radici qua- 
lunque 5 p la più piccola differenza tra quella radice e 
ciascuna delle altre radici reali dell’ equazione ; è chia- 
ro che prendendo />>* , •> e p — qKp quantità 

p — x e q — * saranno di contrario segno , e che le altre 
' P— 0, p — y ec. saranno del segno stesso che ciascuna 
delle corrispondenti q — ,3 , q — y , ec. poiché se due di 
questi fattori corrispondenti , come p — fi, q — fi potes- 
sero risultare di contrario segno , dovrehbesi il fi an- 
che trovar compreso tra p e q ; il che per la suppo- 
sizione già fatta non può aver luogo. Laonde i dae 
prodotti 

(/>—*) ip—fi) (p—y) 

( 7 —*) (7-/3) ( 7 — v) 

avendo due fattori corrispondenti di segno contrario , 
e gli altri tutti dello stesso segno , dovranno risultare 
di contrario segno tra loro. 

346. Scol. I>a questa verità inversa deli’ altra di- 
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mostrata nel Teor. precedente si potrebbero ricavar* 
diverse conseguenze che noi abbiamo stimalo a proposito 
di qui tralasciare , e da esse potrebbe anche ritrarsi 
una nuova dimostrazione del Teor. da noi riportalo al 
n. 336 come potrà vedersi fatto dall’Illustre sig.£ugran- 
gia nel §■ 7 della sua Théorie de la réiohition des équa- 
iians numcriques. 


Digitized by Google 


DELL 1 A LO EB E A. 2 29 

Quindi ritornafdo di nuovo da radici della quan- 
tità A a radici dell’ equazione x"= + A , si vedrà 
chiaramente , che in essa se n è impari non vi possa 
esser che una sola radice reale , tutte le altre essendo 
immaginarie; e se n è pari ve ne potranno essere d(je 
sole reali, o pur tutte immaginarie, secondo che sia_4~ A, 
o — A nel secondo membro. 

349 Volendosi dunque risolvere un’ equazione della 
forma proposta , cioè 

x* =s + A 

basterà estrarre da ambo i membri la radice n , e si 

avrà così x=y+A, il qual radicale darà per le ov- 
vie regole deli’ Aritmetica il valore dell’ una radi- 
ce del numero A, o pure dell’equazione proposta, 
se n è impari; e delle due, prendendo la stessa col se- 
gno doppio , se n è pari , e la quantità A positiva. 

Dopo ciò , divisa , nel primo caso, 1’ equazione prò- 

» ». 
posta per x — Vi A, e nel secondo per x' — \ A* , 

il quoziente darà quella equazione composta dal ma* 
neggio della quale si perverrà a determinare tutte le 
altre radici immaginarie dell’equazione proposta 0 di 
un numero dato. 


E ( E il t J. . > 

35o. I.° Risolvere V equazione pura di terzo grada 
x’ ~ a ~ o 

La prima radice di quest' equazione è x~\a ; e divi-. 

* 

sa 1* equazione proposta pel fattore x — •Sja—o , si ha 
per quoziente l’equazione di a. # grado 

s. S. • . .. .. a 

V .® 1 — 0 

2 9 
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quale risoluta dà per x i seguenti altri vaio* 
ri , cioè 



E posta la in quell’equazione e ne'la sue ra- 

dici , si avrà 

x c= — 1 

- . +V-3 


*— I — V — 3 


a 

Che diconsi radici cubiche dell’ unità. 

II 0 . Sia ora , V equazioni di quarto grado 

x* + a — o , cioè x 4 r= + a 

Prendendola col s rgno superiore nel a°. membro , 
ed estraendo d’ ambo i membri la radice quarta , si 
avrà , 

4 . 

ar = + \a 

' 4 . 4 

ciaè x = -f- \'a ed x — Y' a = o 

ar = — \Ja ed x -{- \' a = o 
Quindi 1’ equazione proposta diverrà divisibile 

per ( x — V a )X( *4-\/o ) , cioè per — \^a=o, e da- 
rà per quoziente ar , -| -X^a-o , dalla quale equazione sj 
avranno poi le altre due radici immaginarie 

della proposta, cioè x=+ V^o. 
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35 1 . Consideriamo adesso 1’ altro caso dell’equa- 
zione proposta-, cioè 

a:* -+• a q? o 

si avrà da principio 

4 , 4 , 4 , 

+ V — a = ± V a x V — » ■ 

4 , 

Sicché ci conviene ora vedere come possa ridursi \ — x , 
in una espressione , che non coutenza che solamente 
radicali icnmaginarj di secondo grado (i40 a 

Seguendo quello che altrove accennammo , pongasi 

\/ — i=a-j-èV~ l > si avrà , elevando a quadrato i 
due membri, V— — ò*-f-aaW — ì. Or essendo inte- 
ramente immaginario il primo membro di questa equa- 
zione ; tale dovrà pure essere il secondo , nel quale per- 
ciò dovrà supporsi o* — b '= »; quindi sarà pure aaò=i : é 
da queste due equazioni volendo determinare i valori di 

nei, sarà a = -1— b , conseguenza la quale non 

V» 

contenendo condizione contraddittoria, ne mostra che sia 
possibile la supposizione di sopra fatta ; che perciò so- 
stituendo in a-\-b\f — i i valori di a , b poc’anzi ri- 
h . j i V i 

trovali, si avrà \ — x — _Z_: Sicché finora ab- 

Va 

Liamo ottenute dall’equazione proposta le due radici. 



Le quali ridotte a zero , e moltiplicate fra loro da- 
rebbero un fattore duplice pel quale dividendosi l’e- 
quazione proposta x*4-a=o se ne avrebbe un’ altra 
anche di secondo grado che darebbe le altre due ra- 
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dici di quell’ equazione. Ma esse sarà facile questa 
volta ottenerle dalle già ritrovate nel seguente modo , 
cioè riflettendo , clic dall’ equazione u' — b’ = o si ha 
non solamente a—b ; ma anche <z — — b ; sicché le al- 
tre due radici cercate saranno 



E questi due esempi potrauno bastare per 1* argomen- 
to che ci abbiamo proposto di trattare nel Capitolo 
presente. 

35a. L’incidente riduzione di \ — i ad una forma 
a-\-b*J — i , ci riconduce a dimostrar generalmente ciò 
ebe altra volta ci abbiamo proposto, cioè che: Un ra- 
dicale immaginario di qualunque grado è stmpre riducibile 
alla forma o-\-bsj — i 

Al ebe dimostrare premetteremo il seguente lemma. 

3:13. La radice del binomio immaginario a-\-b V — i 
i un' altra espressione pariforme ad essa , che dinoteremo 
per x-| -y'J — t 

Una tal cosa sebbene trovisi già per incidenza di- 
mostrata uet n. 3a3, pure cotivicue qui provarla di pro- 
posito nel seguente modo ’ 

Sia come si è supposto 


V(a-f-òV— 0 — *-hrV— » 

sarà quadrando i due membri 

a-HV — 1 = ■**— — i 

e procedendo inuatizi per determinare i valori di x , 
y , si avrà 
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e quindi 

« +w _, =v r(y 

espressione della forma sopraindicata. 

254- Ciò posto ritornando al Teorema di sopra 

n , 

enunciato, rappresenti V — 1 un radicale immaginario 
di un ordine qualunque , sarà chiaro che la n debba 
essere un numero della forma l'Xm, ove m sia impa- 

a r 

ri, e quindi V — 1 s * *'>J ulT à sempre a Y~ V — i ossia a 

_ r 

a . m ' 

V — i per essere sempre y— »=: — i ; che perciò la 

presente dimostrazione dovrà limitarsi a’ soli radicali 

immaginarj che abbiano per indice una potenza del a. 

355. Or si è già dimostrato che 
» 

4 

V — i=a-j-ò</ — ì 

ed essendo \/ — 1 =^ V — — i) dovrà an- 

eli’ esso venir espresso in una forma a' -\-b' V — ì. Si- 

milmente \J — i=V y — i—*j{ a' -\-b ' ^ — i ) e quindi 
sarà espresso da a" b" — i , e cosi in seguito 
procedendo si vedrà che sieno della medesima for- 

ma V ' — 1 « V — 1 V — *• 

356 A completare la presente dimostrazione con- 
viene avvertire , che sebbene noi abbiamo scelto per 

m 

V — 1 *1 solo valore reale — i , mentre oltre questo 
ha — i un altro numero m — i di radici immagina- 
rie (3^8) ; pure ciò non deroga adatto alla generalità 
della nostra dimostrazione. 

Imperocché le altre radici m — 1 del — 1 , si vede chia- 
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mente eh* non potranno mai essere affette da radicale 

», 

della forma y — * » perchè altrimenti diverrebbero rea- 
li ; che perciò i radicali donde verranno affette do- 

vranno essere della forma y — i , e perciò riducibili 
tempre, come si è dimostralo, alla forma a-f-òV — ì. 

SCOLIO. 

35j. Il Signor Lagragiu nella Nota XIV. della 
più volte da noi citata sua opera ; Traiti de la thèorie 
dee équations numiriquet , ha trattato 1’ argomento che 
forma il soggetto del presente Capitolo, con quella 
profondità ad estensione propria del suo sublime in- 
gegno ; ed è per questa ragione per 1’ oppunto, che nò 
le sue ricerche , nè quelle del celebre Signor Gaust 
hanno potuto aver luogo nel presente libro elemen- 
tare. 
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CAP. IV. 


Delle ridici immaginarie in cenlrale delle equazioni. 


TEOREMA I. 

35R. Se un'equazione ha radici immaginarie , ognu* 
uà di queste dovrà avere la forma 1 . 

Imperocché fatta la divisione di una tale equazio- 
ne pe' suoi fattori reali , se mai ne abbia , essa diver- 
rà della seguente forma 

N. m — i-j-Qx" — ’ -{-Tar-|-V=o 

nella quale m dovrà essere necessariamente pari , e 1’ 
ultimo termine V positivo (3(4). Or siccome tutti i 
valori della x in questa equazione debbono essere im- 
maginar] , esai si potranno generalmente rappresentare 

nella forma jr\ — i, e stras 'ormando con tal supposizio- 
ne T equazione Si , essa diverrà 



v— ‘ (v— 0 1 


nella quale i valori della y sono immaginar] , perché 
Vspres»! in funzioni de’ coefficienti de’texmiui dell’equa- 
zione N' che sono tutti immaginar] e della forma 

fl-f-ày — ì. Laonde saranno anche Immaginar] e del- 
la forma stessa i valori di x che sono rappresen- 
tati da quantità della forma a-}-à\/— i moltiplicate per 

altre della forma stessa , e che rapp rasentano y'— i * 
come si è dimostrato (254 e stg.). 
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due radici immaginarie ne risulta un prodotto reale di 
secondo grado della forma x' — aox-j-a^-j-ò'zr: o ; si ve- 
de perciò che : Ogni equazione composta potrà sempre 
scindersi in fattori reali , o di primo , o alinea di secon- 
do grado . 


PROBLEMA. 

36a. Scindere un' equazione composta ne' suoi fat- 
tori duplici. 

Soluz. L' equazione data sia 

ar-'+Px"— '-f-ec. +Tx-fV=o, 

ove la m è pari, ed essa si supponga derivare dal prodotto 
del numero Jm di fattori duplici della forma x'+ax+bsso 
jc’-f-j'x-J -h'—oec., ove a, b, a', b‘ , ec. indicano gran- 
dezze da determinarsi. Se tutti questi fattori si multiplichi- 
no tra loro , 1’ equazione M / che ne nasce dovendo essere 
identica alla proposta M, dovranno pareggiarsi i coeffi- 
cienti delle stesse potenze della x nelle equazioni M , 
M', e queste equazioni essendo m di numero, saranno per- 
ciò quanto il numero delle indermiuatc o, b , a, b' ec. , le 
quali per mezzo di esse potranno restar convenevolmen- 
te determinate. Un esempio di ciò lo vedremo nel ma- 
neggio delle equazioni di 4*° grada. 


I 


e 



»*• 



* ' » < 
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«Ma aticìie determinato quello dell'incognita nella 
trasformata dall’ esser data la legge di tal trasformar 
«ione. 

366. Scol. Nell* equazione x= A_yP-^-B , supponiamo 
la A— i , la pxs ì , sicché essa riducasi all’altra x==/^-B, 
e quindi y=x — B $ sari chiaro che le radici del- 
la trasformata cioè le y siano quante quelle della 
proposta, cioè le x, diminuite, o accresciute del- 
la quantità B , secondo che questa sia positiva , o ne- 
gativa. 

Che se suppongasi /i=i , B=o , sicché abbiasi 

xssAy , ed y— , si vede che per un tal caso la 

radici della trasformata , cioè le y , sicno quante le 

radici della proposta , cioè le x , moltiplicate per j - » 

ossia divise per A , se tal quantità è un intero^ mol- 
tiplicate , se Un fratto. 

Finalmente posta la A=> , la fiso, si atri 

p 

xer/f , ed ysz\x 5 e le radici della trasformata si 
troveranno essere rispettivamente quanto le radici p dì 
quelle della proposta , se p si suppone un’ intero , o 
quanto le potenze p delle radici di quell’ equazione , 
ne p suppone*! un fratte. 



, fc.?36 . «E X. x Jt-Z B BjV, 

J : * -* J •»•*•••■*' . < ':'•■••• ■ - ■ ■ ' 

V-nn: T E 0 R E*M A. 

• * , ' u 

3Gj. Ae V equazione , _ . ^ 

x'+Ax"— i-j-Bx"— ’ , +Cx"— -|_T=o 

« trasformi generalmente , ponendo per la x la formo- 
- /a *v r -f- ( 3 ; «a tarmine qualunque della trasformata ]in 
cui l' esponente delia x sia m , minore di n , e : l coif- 
fidente K, e quello del termine precedente II, dovrà 
>■ avere la seguente forma 


[ 


n(n—i)(n—n) ..(n—m+n.) (n— i)(/7_a)..(r_»j + 2) 

AjS — 1 


l. 2. 3 (m — i) 

fn— a)(n— 3). . . (n — m+a) 

+ — 1 

J. a. 3 (m — 2 ) 

/ ve :: , 


?m — » 
1 


i. a. 3 (m — a) , 


B — ’ , 


ir. . +(n — n>-f-a)B/3-|-K J far'7^""*' 1 ' 1 

tu I _ , 

° f ' Dim. Imperocché eseguendo I» trasformazione Vii 
tsnpna d§tla , -<jioè> sostituendo ne’ termini di quell’e- 
quazione in luogo della x* e delle «e potenze., -*le 
rispettive della forinola xf+fi , e moltiplicandole pe’ 
coefficienti de’ diversi termini , si vedrà subito , che il 
termine sopraindicato dovrà costare della somma del 
termine m della potenza n di 3; del termine 

m — 1 della potenza n — i di questo stesso binomio, 
moltiplicato per A ; del termine m — a della potenzi 
n — a di tal binomio moltiplicato per C, e cosi successiva- 
mente fi no al secondo termine della potenza n — m- j-a, 
èpoi al termine primo della potenza n—m-fi di «X+l 9 » 
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Jé qual forinola , come si vede ; è per 1’ appunto la 
idi sopra esposta. 

3li8. Scoi. Le quantità generali *, r, jS potranno 
esser condizionale in tal modo, da far prendere all'e- 
spressione di un termine qualunque di una trasforma- 
ta quel valore che si vuole : o anche di farlo divenir 
.zero , il che è interessante per la soluzione delle equa- 
zioni ; ed io tal caso converrà porre uguale a zero il 
termine che si vuole far svanire , ossia il suo coeffi- 
ciente ; non potendo supporsi che sia zero una po- 
tenza qualunque di #y r ; sicché non resterà per adem- 
piere alla condizione' proposta , che di determinare la 
(3 ; il die mostra , che per soddisfare ad essa non è 
necessario che le radici deli’ equazione preposta ven- 
ghino moltiplicate per u*n qualche quantità , nò che si 
elevino a qualche potenza , o che se n’ estragga radice ; 
ma che basta solo di accrescerle o dimimuirle della 
quantità (3 , eli’ è però la sola che resta a determi- 
narsi. > 

36g. È facile anche il rilevare, che la determina- 
zione di j3 per far svanire un termine qualunque , 
dipende dallo scioglimento di una equazione di un 
grado dinotato dal numero ch’esprime il sito di tal 
termine nell' equazione minorato di 1 j di tal che pel 
secondo termine sarà quell’equazione del 1 .° grado, 
pel terzo di a. 0 , c così in seguilo: Ed essa ascende- 
rebbe al grado stesso deli’ equazione proposta., se si 
valesse, questa liberare dall’ ultirpo termine. , 

• ( 870 . Or suppongasi che si voglia far svanirg ij secon- 

do termine della trasformata generale recata di sopra, 
sarà m=a ; e il coefficiente di tal secondo termine nel-, 
la trasformata sarà 1 

rqS-f-Asso , donde (3 =■ 

»... • > ... * . • r - *•* - ■ * t ■* 
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poteva anche direttamente rilevarsi dalla natura de’ ter- 
mini di un’equazione (33a); poiché si vede che essendo 
ciascuu di questi la somma semplice, o de’ prodotti bi- 
nar), ternarj ec. di tutte le radici dell' equazione , al- 
lorché questa avesse divisori ne’ coefficienti de’ suoi 
termini se ne libererebbe trasformandola in Un'altra 
le cui radici fossero quanto quelle della proposta 
moltiplicete per una quantità divisibile per ciascun 
di que’ divisori. Laonde per eseguire una tal tra- 
sformazione , dinotando quel multiplice per P , ed 
esprimendo x I* incognita dell’ equazione proposta , 
ed y quella della trasformata , dovrà porsi Pxs=^, 

cioè sarà per questo caso r=t , e j3=o , e 

con la sostituzione di queste quantità, e de’ numeri 
i , », 3 per m neìl’epression generale di un termi- 

ne della trasformata (36j) , che in questo caso ridu- 
cesi a si avrà; moltiplicando in fine 1’ 

intera equazione pei divisore del suo primo termine , 
la trasformata cercata. 

EltHt) 

373. I.® Sia r tquationt 

« 3 S 

— — *•— - — x 4- 6 = • 

3 4 6 

In questo caso P=sz4 * « quindi et s= Laon- 

>4 

de eseguendo la trasformazione col metodo di sopra 
indicalo , si avrà 1’ altra equazione libera da divisori 

^ » Sy'-^i'ìay’—tQ^oy — : 9^o(à5G=o 
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3j4- II.® Sia pure la seguente equazione , i cui 
ooeflì.ienti sieno fratti decimali 

X 4 -j-0, l5x 5 -pO,Oo3x’-po,OOo6x 0, 0005 = 0 

sxrà il P in questo caso uguale a ioooo eh’ é il deci- 
male di massimo grado , ed «=o,nooi ; e la trasfofr 
mata che Cercasi 1 diera da’ fratti sarà la seguente 
_j- 4 4-i5oo/ s -j-3ooooq/ , -j-6oooooooqy — 5(iooo)*=o 

'T _ 

3j5. Finalmente se l’equazione manchi di talu- 
ni termini , ed abbia negli altri 1 ’ incognita con 
esponenti suscettivi di uno stesso divisore t ; in tal 
caso r equazione proposta potrà trasformarsi in un 

» 

altra del grado espresso da ~T~ ponendo x=ry “ ; poi- 
ché in Lai caso si avrà x"~y t ; e così successivamente 
per le altre potenze della x. 

E S X H » u 


S 76 . li® Sia 1* equazione 

x 4 -p ax’ -p b — o 

del quarto grado mancante de' termini pari. In tal 
caso è /=2 , n= { ; e’ponCndo x 4 =/*, e quindi x*=/, 
si otterrà la trasformata 

x 1 -p ay ~p b ~ o , , 

'• • » ( f » 

che apparisce del a.° grado , e può risolversi con le 
regole date per queste. Non pertanto la x avrà sem- 
pre quattro valori; poiché determinati quelli della/ 

„ r , — "±VV—*f 

nella trasfosmala , che sono / = e so- 

" • - - * • p * . ♦ -- • »•••'“ » . • 

slituita questa espressione della / nell’ equazione x'—y , 

dal maneggio di «mesta si avranno i quattro valori della 

’ 1 - «■'**•* ?1 ' rf— *±V(« — ‘ 

k compresi nella forinola x= + y 
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3 yj. II. Sia similmente l’altra equazione 

U* + au' — O 

* 7 

sarà in questo caso ji=z6 , <=3 , e perciò u f =y , ed 
u 5 =_r; e la trasformata sarà 

y + V — — = ® 

dalla quale si ha 

^-^(Ì+0 

• quindi 


"=v[-f±V(f + ^)] 

-V[-t±VC^+é)]x 

«=v[-f±V(ft-£)]x 


-.-t -V -i 

2 

— i— -\/ — 3 


saranno i sei valori della u nell' equazione proposta, 

£ similmente si procederebbe ad operaie in aliti 

casi. 


378. Def. Ogni equazione del grado n, che per mez- 
zo della supposizione si può trasformare in un 

altra del grado — , si dice del grado n derivativa del 


grado — 

Cosi 1 ’ equazione dt^l ».° Esempio è di .f . 0 grado 
derivativa del 2. 0 ; e 1 ’ altra del Esempio I’ è del 
b.° derivativa anche del secondo. 

379. .Scoi. E dalie precedenti cose si rileva tn.-M.i- 
festamenta, che nel maneggio delle equazioni derivati- 
ve si ricada sempre sa quello delle equazioni a due 
termini. 



e t e u m t i 
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C A P. VI. . 


Soluzione generale delle equazioni di terzo grado. 


38o. La forma generale che possiam dare ad una 
equazione di terzo grado è la seguente. 

i 3 -j- px 4- q = o 

poiché se essa sia fornita del secondo termine , può 
*empre a questa forma ridursi ( *70). 

Si ponga la i=«-f z ; e con tal supposizione si 
trasformi quella equazione nell' altra 

uS +* ! +( 3ui +/’)(“+ i )+9= < » 

E siccome la x si è supposta divisa arbitrariamente 
in u-f-z, si potrà perciò introdurre in questa equazione 
ottenuta a due indeterminate una condizione qualunque, 
donde t’ una resti dall' altra determinata. Suppongasi 
perciò essere 

I. u , -]-x > -\-qz=:o 

dal che si vedrà essere anche 

li. (3u*-f-/')(«+z)=o, cioè iux -\~pxno 

I 

non potendo divenir mai zero l’altro fattore «-{-zebe 
paregyia i ; altrimenti nell’ equazion proposta da prin- 
cipio si troverebbe 9=0 

E da questa equazion» 3 ux+p—o presane 1' wpres- 
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slofte di z , eh* è — -j-, si .sostituica nella I. , la quale 

4 - A 

diverta , convenevolmente ridotta , 

u‘-|-<7U 5 -ì— - =o 

f ' 

ed i valori della u saranno quelli esibiti nel n.° 


cioè 


.=v[-ì±v'(^+$] 

I . 

t * - l . t 

e da questi p et mezzo dell’equazione x= — ._iL se ne ri* 

iu 

leveranno per u i seguenti valori > 

»=v[-fT^)]x=^- 3 

‘=vH- ? %+0 ìx '^i • ' 


■Per lo che essendosi supposto jr=u^-s , sari 
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SLEMBATI 

S 


— t — V — 3 
' 2 

— >4 V— 3 


^v[-|±v^+$]+v[-4?V(f-g)] 

,=V[-ì±V(f+^)]x=l±^ 

+ vH?V(f + 0]x^=ì 

*=v[-f±v'(£+£)]x 
+v[-4?V(f+$]x 

1 quali qualori della x sebbene appariscan sei di 

numero , a causa del doppio segno di V (% — f-~:) ; 

pure siccome ciascun di essi valori è identico al suo 
corrispondente , e solamente vi si trova scambiato il 
sito de’ termini ; perciò tali valori non saranno effetti^ 
vamente ebe i tre seguenti 

-=v[-f+V(K)] +v[-i-V(?+$] 

,=V[-Ì+V0^)]x: 

+v[-:-v(K)]x- 

•=v[4+v(^$]-‘- vU 


+V- 3 

2 

V-3 


+v[-i-v'(| + $]x- 


' a 

-hV — 3 


38 1 . Scol. i. Esaminando le espressioni algebriche 
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«SSle radici dell’equaiione di 3.® grado , si vedrà chia- 
ramente, che quando p sia quantità positiva, o pur che 

essendo negativa sia —, cioè f-r- K %- c ' 0 ^ 

27 V j ✓ 4 

(tO , in tal caso la prima radice dell’ equazione 

risulterà reale , e le altre due saranno immaginarie. 

s 0 * 

Ma se al contrario essendo negativo il p , sia la 

- ■ -* ’7 t 

prima radice apparirà immaginaria , e sotto tal forma 
si presenteranno anche le due altre j ^ il che è manife- 
stamente impossibile ( 3(io ). In questo. caso, al con- 
trario , esse tre radici sono reali. Di fatti la prima ra- 
dice si rileva esser tale dal n,° ?i«.; e per le altre 
due, dinotando lo sviluppo del i.° termine «Iella pri- 
ma radice per A-f-B^— i ,,.e quindi «[nello del, secon- 
do , termine per A— B V — 4 , »i vede che esse sic no 
espresse da , ........... 

■■ ar=( A-fB ^— 1 ■- 

9 ‘*0 ■ < , t I /j s . , 0 , 

-f( a-i-bv-ii ) 

v " *=( A+B\^f )x ~^ — • •••'■_ I 

+(A-BV-.)x — -t— 

■ • » # • . * . * * . • : > « • • * I r 

le q'uali intuitivamente , o pur csegnemlo le moltipli- 
cazioni indicate , si rileverà essere espressioni reali. • . 

38a.JcoI.i. Un tal raso in riti lo mitici sebbene cflòt- 
tivamente reali, scompariscono in forma immaginaria, nè 
sono riducibili a quantità reali ebe per mezzo dello svi- 
luppo del binomio, e «punii per oppressi ma «ione, v>o- 
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ne ordinariamente conosciuto col nome dì còso irridi 
cibile : e poiché questo diletto di corrispondenza tra 
la natura delle radici dell’ equazioni cubiche in questo 
raso , e la forma in cui si presentano non può risul- 
tar da altro che dal metodo impiegato in rinvenirle ^ 
è necessario perciò che qui almeno si dimostri doadtf 
ciò abbia origine. - • 

383. Sia dunque l’equazione . , 

x’ + o — ■ px — q — a 

con l'ultimo termine negativo, ed a radici reali : è 
chiaro primieramente, dall’ ordinamento de’ Segni de’ 
suoi termini , che cfebbonvi essere due radici negative , ed 
una positiva (338). Sieno le due prime espresse da—**, 
— /3, e l’altra da -j-y ; dovrà essere y=*-f-|9 (33a), e 
di più ciascuna di tali quantità sari minore di x\/‘/3p. 
Imperocché se nella proposta equazione pongasi r— o , 
sì olierei il risulta mento negativo —<7 ; e ponendo 
\/>/ 3 p , il risultamento , /3/>V , / 3 / J sar ® positivo , 

a cagione di j oad’ è che U radice positiva y 

dovrà essere >0 e <a \/ l /ip (34°)* Al contrario ae P 
ultimo termine dell’ equazione proposta si fosse sup- 
posto positivo , una al equazione avrebbe due radici 
positive ed una negativa , • sarà sempre y=*-j-/3 , 
e y<sV'/3 p- 

Ciò posto osservisi , che per risolvere l’equaziona 
proposta si è fatto x=u-|-j- , dalla qual equazione si 

ha u* — 3fu-f--^-=o, donde si ricava b=— 

espressione che diventa immaginaria nel caso di x '<r£ « 

cioè di x <(2 \ f, /3p, come appunto avviene nel caso ir- 
riducibile. Adunque in tal caso il otetodo adottato per lo ri- 
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solviiaento dell* equazioni cubiche, ch’è fondato sulla sup- 


posizione di x=u-\-j- è quello che ci conduce neces- 


sariamente a forme immaginarie per le radici. Ma non 
essendo riuscito finora agli Analisti il poter fare al- 
trimenti nel risolvere queste equazioni , bisogna con- 
tentarsi di una tale imperfezione , la quale in fine nien- 
te deroga all’ esattezza de'risultamenli ne’ casi partico- 
lari ; poiché per ottenere il valore di essi bisogna sem- 
pre ricorrere alle approssimazioni. Sicché converrà te- 
nere il caso irriducibile nell’ Algebra al pari del di- 
fetto della quadratura esatta del cerchio nella Geometria , 
la quale lia però questa vantaggio sull’Algebra, che ili 
essa un tal caso non ha luogo; nen essendovi Lìsogi o 
per la determinazione delle radici di un’ equazione , 
che cada in questo caso di prima risolverla ; ma po- 
tendo senza ciò fare, costruirla; il che lo vedremo in 
altro luogo a proposito. 

384- Scol.n. Nel risolvimento delle equazioni di 3.° 
grado , come in altre ricerche sulla natura dalle equa- 
zioni , e’1 metodo onde risolverle abbiamo preferito quel- 
le maniere di trattarle che ci sono sembrate più na- 
turali , e che conteneano in loro quello spirito di ri- 
cerca , che non deve mai scompagnarsi dalle analitiche 
disquisizioni , trascurando perciò molti metodi di mo- 
dernissimi Analisti , che di tali qualità ci sono sem- 
brati sforniti , e che nel loro andamento sono duci , 
• pajuno profeticamente dettati. 


Esimi). 

« 


385. I. Risolvere i’ equazione 

* s + (ix — 4 = o 
Paragonandola con la onerale ( 38o.) 



i 
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Uo u de ji vede che debba essa avere un» radi- 
ce reale e due immaginarie ; ed esse radici si otter- 
ranno col sostituire i suddetti valori di p e q nelle 
forinole generali di tali, radici recate nel n. 38o. j ed 
esse risulteranno le seguenti 

*=\( a +»\A*)+V( 2— WO 

*=v( h-vj ) x ~'+y~ 3 

+v(»—v / i)x T:r>.- J . 

■>=V( »+A'3 ) X — ~V~ 3 
+\'(~V»)x =!±±* 

38y. ii. Sia ora x s — tir — 4— 0 1’ equazione pro- 
posta , si avrà 

P——* 1* j 9=— 4 i e quindi V(?p- 4 “)a=V— $=>V“ t 

die perciò la proposta equazione cadrà nel caso irre - 
ducibde , e le sue radici verranno espresse da 


ar=V(a+aV— * 

)+ V( 2 - 2 V~‘ 

b 

*=V( 2+aV— 1 

N — ,4-V— 3 

) X ^ 

* — aV‘ — * 

N — i— V— 3 

)* 

• r =\ ( a+i\/— i 

)x ^_j 

-t-V ( a — a V- — i 

X 

il 

! 1 . 
• ! > 

u; 
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38y. E ciò basii per ora intorno a questo argomento, 
sul quale dovrema ritornare in appresso , per vedere in 
qual mo lo possano covenevolmente ridursi queste e- 
spressioui delle radici di un equazione del terzo gra- 
da affinchè si possa di esse far uso. 


3a 
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GAP. VII, 

Soluzione generale delle equazioni del quarto 

GRADO. 


388. Prenderemo anche per equazion generale di 
/j.° grado la seguente mancante del a.° termine. 

-f- par* -f. qx -f- r = o 

E siccome ogni equazione del grado an può scin- 
dersi in fattori reali di due dimensioni (36 1); potrà pe- 
rò supporsi , che la proposta sia il prodotto de'seguenti 
fattori 

*’ + a* -f. b ss o 
x* — ax c r= o 

in cui i secondi termini si sono supposti identici e di 
segno contrario , per la ragione che debba svanire nel 
prodotto di esse, che sono i fattori della proposta, il a. 0 
termine. E dovendo essere un tal prodotto 

x*-4-(à-f-c — a’)x’-f-(ac — ab)x-\-bcxxo 

identico all’equazione proposta, dovranno aver luogo le 
seguenti equazioni tra i coefficienti de’ termini stessi 
dell’ una e dell’ altra , cioè 

, b-4-c — a'~p ac — ab—q bc~r 

nelle quali tre equazioni , prendendo per indetermina- 
te le o, b, c, si avrà prima 

2 c=p+a*+i 2 bxzp+a'—l 
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c quindi 1’ eliminata in a , che sarà la seguente 
a 6 -}- ipa!* — 4 r ) a * — <ì'—o 

la quale come si vede è del 6.° grado derivativa del 
terze ; che perciò ponendo a 6 ==y% sarà a^—y, a 2 =j-, 
ed essa si trasformerà nell’ altra 


y+* P y +(p*— 4r>— q* =o 
che dovrà avere necessariamente uua radice reale po- 
sitiva , poiché è negativo l’ultimo suo termine (34 1 ) 
Esprimasi tal radice per 4** , che perciò sarà a—vx ; 
e questo valore di a sostituito nelle espressioni di so- 
pra ottenuto per b, c, ed indi convenevolmente ridotte 
con questi valori le due equazioni che da principio si 
sono supposte i fattori dell’ equazione proposta di 4-° 
grado , ed indi risolvendolo daranno 

V( 9* — — 4**) 

*=—*-] 

a* 

V( <?*— a/»**— 4* 4 ) 






V(— v**— 4**) 


2JC 

V( 7* — 4* 4 ) 

» 

2X 


che sono le quattro radici dell’equazione proposta. 

389 . Scol.i. Nella ricerca precedentemente fatta per 
trovar la forma delle radici di una equazione di 4-° gra- 
do , ci siamo valuti di una sola radice dell’ equazione 
ausiliaria di 3.° grado, nella quale si è ricaduto ; con- 
viene ora , per completar questo argomento , dimostra- 
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re , clic agli stessi risultamenti saremmo giunti ado- 
perandovi qualunque dille altre due radici, e qualun- 
que sia la natura di queste. 

Di fatti supponiamole espresse 1’ una da 4/3’* e 
altra da * dovrà essere 

-V ==4*’+4j3’+4v‘ 

9 *=4*..4/3’.4r’, 

ftioé q =a*.2|3.ay=8*/3y 

e questi valori sostituiti nella prima espressione dqìle 
x , daranno 

V(8*’/3y+4**+4*’/3 , +4*V— 4* 4 ) . 

X= — %-\ 

*W(»0r+/3’+r) . ; . 

=-*+ 

a* 

=— *+/3+> 

E facendo la stessa sostituzione negli altri valori della 
x , ed eseguendo finalmente le riduzioni , essi si tro- 
veranno essere rispettivamente i seguenti 
x=.—j.—p—y 
x— — y 

x= *-f-y— /3 

3go. Or se dal principio si fosse posta la 0=2,3 
o pure =oy , con lo stesso progresso di operazioni 
che si è fatto, dalla supposizione di a= 2 * fino al ter- 
mine del u°. 3ft8. si sarebbero trovati pe’ valori dell^ 
t le stesse espressioni di poc’ anzi. Adunque è chiaro 
che per ottenerli basti prendere per la y nell'equazio- 
ne ausiliaria una qualunque radice , e quindi la prima 
•he si offre , come la più semplice. 
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391 . Vi è inoltre da osservare, che sebbene per una 
radice *’ dell’ equazione ausiliaria vi corrispondano due 
Valori per l' a , come si ha dall’ equazione a 3 ==y, l’uno 
positivo , 1’ altro negativo ; pure basterà prendere l’un 
di essi ad arbitrio , poiché i valori di b, c, non verreb- 
bero che a permutarsi ; e le due equazioni che 6Ì pon- 
gono per fattori della proposta non resterebbero anche 
se non permutate. 

393 . Scol. a. Non resta finalmente che a consi- 
derare di qual natura debbano ne’ casi diversi risultare le 
radici dell’equazione di 4 >0 grado che si vuol risolve- 
re. Ed esseudo chiaro che la natura di tali radici sia 
immediatamente connessa con quella delle radici del- 
l’ ausiliaria, che può aver le sue radici o tutte tre reali, 
o una reale, e due immaginarie, bisogna però parti- 
colarmente esaminare queste due supposizioni. 

Sian dunque primieramente reali tutte le tre ra- 
dici di quell’equazione, e di più positive , nel qual caso 
debbousi alternare i segni di essa (334), e quindi 
esser negativa la p , e p*>4r j in tal caso dall’ ispezio- 
ne de’ quattro valori della x recati in fine del n.° 388 
si vedrà che essi risultino tutti quattro reali. 

Che se continuando ad esser reali le radici dell'e- 
quazione ausiliaria , taluna di esse si supponga negativa , 
il che non può aver luogo a meno che non ve ne sia an- 
che un'altra negativa, e la rimanente positiva ; poiché 
altrimenti il quarto termine — q' dell’equazione non po- 
trebba essere affetto del segno — , come 1’ è : in tal 
caso dalla semplice ispezione de’ quattro valori della 
,x si rileverà che essi sieno tutti quattro immaginarj. 

Inoltre sieno immaginarie due radici dell’ ausilia- 
ria (ì , cioà le espresse da 4 » 4V , e quindi si rap- 
presentino da 

4(A’— B’+aABV— i), « 4(A’— B’~ 3AB\/~ a) 
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tale dovendo essere la forma di due fattori immaginar) 
quadratici che danno un prodotto reale ; sarà 

0=A+ BV— i , ?=A— B\/— i , 
e quindi i precedenti 'quattro valori della x prende- 
ranno la seguente forma , cioè 

ar= — *-faA ' 
x= — x — aA 

x=z *+aBV — t 
x— x — ali V — * 

cioè due saranno reali e due immaginar]. 

3g3. 1 seguenti escinpj potranno servire di esercizio 
pel maneggio delle equazioni di 4-° grado, e di rischia- 
ramento alle considerazioni de’ due precedenti Scolj. 

** 1 * » 

E s e m r 1 o I. 

. • *•* * • I • 

3g4- E’ equazione proposta sia 

x" 1 — a5x*-f-t>or — 36~o 

che paragonala con lagenerale, dàp — =a5,g=6o,r=— 36, 
ond' è die 1’ ausiliari» sarà 

y 5 — a oy*-\- 769/ — 36oo — o 

1 l 

che ha le tre radici reali , cioè .y— q, yrri€ , _7=a5. 
sarà dunque x=z l jì , /S=a , y=‘/i , e perciò la x del- 
la proposta avrà i seguenti valori 

x=—x+y+{3— 3 

x~ — x — y — ,3= — 6 
a -f 7-/3= 2 

*+,3—7= 1 

che sono tutte quattro reali 
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Esempio II. 

3g5. Sia ora proposta a risolvere 1’ equazione 
jr^-j-3x* — 6x-j- io=o 
l’ ausilìaria sarà in questo caso 

y -f-6r* — 3 1 y — 36=0 

che ha per radici 4» ~ I » — <)i cioè due negative cd ima 
positiva: da esse si ha <X= i, fi — i, 7=y»V' — 1 * 

e quindi i valori della x diverranno 

X— 1 -j- 2 \ 1 

X= 1 2 V' 1 

*= 1-f- \ — I 

r= i — \' — i 
cioè tutti quattro iinmaginarj 

E s e si p i o III. 

3g6. Sia ora proposta l’ equazione 
x' * — 2r’-}-l6j — i5=o 
che dà per ausilìaria 

y — — 2 56=o 

le cui radici sono 4i 8v — — 8\/ — i , donde si ha 

*=i , 4(A*~B , +aAB\ — i)=8V / — i 

e quindi 

4(A* — B’)=o , el 8AB\/ — i=S\' — i 

donde si ha A=B=i ; e perciò i quattro valori della 
x saranno 


X - 
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T— * -J- 3 A = 1 

x= *-j-aB\/ — i“i+lV — 1 
x— « — aB\/ — i = i — a\/ — i 
due immaginarj , e due reali. 

* 

SCOLIO GENERALE. 

397 . Ed ecco fino a qual termine 1’ Analisi Algebrica 
possiede mezzi generali pel maneggio delle equazioni , 
e uè meno interamente scevi in taluni casi da difet^ 
to dipendenti dal metodo che si adopra pel risolvi- 
mento delle medesime. Pel rimanente , cioè per le 
equazioni superiori al quarto grado , a nulla han con- 
ferito gli sforzi degli analisti ; ma il voler qui rappor- 
tare, anche in abbozzo , i principali de' loro ten- 
tativi , o il mostrar 1’ insufficienza di qualunque ri- 
cerca su tal proposito , come ha fatto 1’ egregio Pro- 
fessore Ruftlui , attuai Presidente della Società Ita- 
liana , sarebbe cosa aliena affatto dal nostro scopo ; 
che perciò qui termineremo la dottrina del maneg- 
gio delle equazioni, e la prima parte del presente 
libro , riserbandoci ad esporre nell’ altra i metodi par- 
ticolari e di approssimazione a' quali gli analisti hanno 
avuto ricorso in mancanza di metodi universali , ed 
esatti. 

Non abbiamo stimato però inutile di notare che 
dal momento che gli italiani conobbero 1’ Algebra pel 
trasporto operatone da Leonardo Pisano dagli Arabi 
presso di noi , cominciarono ad occuparsi di questa 
parte la più importante di essa , cioè dello scioglimento 
delle equazioni ; e quindi essi da prima -dieder forma 
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più convenevole e generale e stabiliron la regola pel 
maneggio di quelle del secondo grado , come vedesl' 
operato fin da Frate Luca nel suo libro dell 'Arte Ma- 
gna. Posteriormente Scipione del Ferro rinvenne il pri- 
mo la soluzione delle equazioni del terzo grado com- 
prese nella forma x'-\-px=q \ e ’l Tartaglia compiè 
poi questo argomento dando la generai soluzione delle 
equazioni di terzo grado , cbe avendo comunicata ai 
Cardano, fu da questi nel i545 pubblicata nella sua 
Arte Magna , oud’ è cbe poi alla formola delle radici 
delle equazioni di terzo grado gli è restato il nome di 
Cardanica. Il maneggio di tali equazioni esigendo ne- 
cessariamente cb’ esse fossero libere del secondo termi- 
mine , dobbiamo da ciò conchiudere , che la dottrina 
delle trasformazioni cominciò anche ad esser coltivata 
dal Tartaglia. Fu anche il Cardano cbe ravvisò il pri- 
mo il cato irriducibile nelle equazioni del terzo grado, 
e la moltiplicità delle radici di ogni equazione, in cor- 
rispondenza del grado della medesima. Egli inoltre av- 
vertì che nelle equazioni pure di qualunque grado im- 
pari nua sola radice vi era reale , e le altre tutte im- 
maginarie ; e noi abbiamo già detto di lui , cbe fu il 
primo a ravvisare la corrispondenza tra i segni de* ter- 
mini di un' equazione a radici reali , e quelle di esse 
cb’ erano positive e negative. E se questo valentuomo 
nell'esporre tutte le anzidette cose fu limitato, e talvolta 
incerto , conviene ciò attribuire allo stato della scien- 
za , ed alla difficoltà di poter anche valersi di csempj 
per rischiarare il cammino di una scoperta , come ora 
a noi è dato di fare. 

Finalmente Lodovico Ferrari discepolo del Cardano 
diede 1’ ultimo passo che tuttora conoscasi pel risolvi- 
mento delle equazioni composte , risolvendo quel le del 
4°. grado ; e '1 Bombelli mostrò che nel caso irriduci- 
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ti le le tre radici erano reali, cosa ben difficile per al- 
lora ; ed arrivò fino a veder come si potessero sotto 
forma reale rappresentare. Ecco dunque quanto innan- 
ai , se riguardasi quello ch’è ora, avevan fatto progre- 
dire la dottrina delle equazioni i primi Andisti Italia- 
ni . ed oltre a ciò altro essi anche oprarono intorno a 
questo argomento , che a suo luogo faremo avvertire. 
Non è perciò che iq voglia con questo distruggere in- 
teramente quella gloria che ad altri analisti stranieri., 
tal che principalm etile il Vieto e l’Harriot, devesi da 
noi tributare , per essere stali essi i primi, sulle orme 
loro segnate da quelli, a passare dagli esempi particola- 
ri de quali quelli si erano serviti, al generale; di aver- 
vi dato regola , di aver stabilito il metodo, e piantato 
il costume di usarne : ciò però è ben diverso dal ri- 
guardameli assolutamente come inventori. 





« 
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AVVERTIMENTO. 


Alle dottrine finora esposte intorno alla teori- 
ca delle equazioni dovrebbero seguire i metodi pai- 
ticolari per la risoluzione di esse ; 1’ esposizione de’ 
metodi di eliminazione nelle equazioni composte, e 
1’ Analisi Indeterminata , per compier così l' argo- 
mento intero di questo primo volume del nostro 
Corso di Analisi , giusta ciò che promettemmo nell’ 
Avvertimento posto in principio di tal volume. Per 
questa volta però si pubblica come fogli degli 
Elementi di Algebra, quella parte solamente eh’ è 
solita ad insegnarsi nelle Scuole ; e ciò ad oggetto 
che questa edizione , la quale per altro non cor- 
risponde, per una certa eleganza, e per l’unperizia 
dello stampatore , a quelle delle altre opere dell’ 
Autore , si trova già per più della metà * stin- 
ta , per essere stata a fogli distribuita a’ giovani 
che hanno cominciato a far uso di tal libro. 
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taf 35 . Nell» noterella a piè di pag. ti i «celli in fine e cori più 
' appresto in quatto numero stesso. 

58 - oers. > 5 . sfondata — fondata 


62. 

id. ainiatra — ■ a sinistra 


7 » 

,$. 

1+i »+» 


88. 

18. Rumare intere n m — numero 

intero non 

96. 

20. in 21. aata se pare — data. 

se pari ' 

io 3 . 

7. 0 — 0* 

110. 

5 . pure — esser pure 


118. 

1. TEOREMA IH. — TEOREMA 

. 

123 . 

Si badi che qui in vece di Cap. XIII. 

ai è posto XIV. 


t. 


con tal equivoco ai è continuato fino al termine [del Lib. I , - 
iSg. 8. esse — esser 

»6i. 8. e — o ' 1 , ‘ " * t«» *■ 

6. gali — g atiri , " . , 

4- puro — pure. 

Si badi che in diverti luoghi dr questa pagina 3 fratto 
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214. 

224. 

246. 


0 ! è coefticieufe del 
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